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ABSTRACT

An integer n is said to be y-friable if its largest prime factor P*(n) is less than y. In
this paper, it is shown that the y-friable integers less than x have a weak exponent of
distribution at least 3/5 — & when (logz)¢ < z < 21/¢ for some ¢ = c(e) = 1, that is
to say, they are well distributed in the residue classes of a fixed integer a, on average
over moduli < z3/57¢ for each fixed a # 0 and £ > 0. We apply this to the estimation
of the sum } 75, <, p+(n)<, T(n — 1) when (logz)¢ < y. This follows and improves on
previous work of Fouvry and Tenenbaum. Our proof combines the dispersion method
of Linnik in the setting of Bombieri, Fouvry, Friedlander and Iwaniec, and recent work
of Harper on friable integers in arithmetic progressions.
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1. Introduction

Un entier n est dit y-friable si son plus grand facteur premier P(n) est inférieur ou égal a vy,
avec la convention P(1) = 1. L’ensemble des entiers inférieurs ou égaux a x qui sont y-friables
est noté S(z,y), et on pose ¥(x,y) = card S(x,y). L’étude de S(x,y) est 'objet d’abondantes
études, les outils variant selon la taille de y par rapport a x : on réfere le lecteur a l'article de
survol [HT93]. On s’intéresse ici & la répartition de S(z,y) dans les progressions arithmétiques.
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On définit
V(x,y;a,q) := card {n € S(z,y) | n = a (mod q)},

Vy(x,y) = card {n € S(z,y) | (n,q) =1}.
Harper [Harl2al, précisant un résultat de Soundararajan [Sou08], montre que pour tout € > 0
fixé, lorsque (a,q) = 1,

Vy(z,y e
W@%m®~i@) (logz/logq — 00,q < y*Ve7%,y > yo(e)). (1.1)

Soundararajan conjecture que cette estimation a lieu pour tout A > 0 fixé lorsque ¢ < y4.
Comme il est noté dans [Gra93b] et [Sou08], établir cette estimation pour un A > 4,/e aurait
des conséquences intéressantes sur le probleme du plus petit résidu non quadratique modulo p,
au sujet duquel on réfere le lecteur aux travaux de Burgess [Burb7].

La situation présente des similarités avec la suite des entiers premiers : s’il est délicat de
majorer le terme

1
E(x,y;a,q) == VY(r,y50,q9) — ——¥Yq(x,y
( ) ( ) qu()

uniformément dans un large domaine en x, y et ¢, on peut espérer obtenir des résultats en
moyenne, du méme type que le résultat de Bombieri—Vinogradov, c’est-a-dire des majorations
de la somme

Zémgwwme-

q<Q \“ V7
Dans la plupart des applications, et plus particulierement celles liées aux techniques de crible,
ce sont ces objets qui interviennent. La question de I'uniformité en ) est cruciale.

On définit les quantités suivantes, qui interviennent fréquemment dans I’étude des entiers

friables :

u = iiz, H (u) := exp{u/(log(u + 1))%}.

Harper [Harl2b], précisant des résultats de Fouvry—Tenenbaum [FT96], Granville [Gra93a] et
Wolke [Wol73], montre qu'il existe ¢, > 0 tels que pour tout A > 0, lorsque (logz)* <y < =

et Q < /V(z,y), on ait
> max B, y;a,q)] <4 Uz, y){H ()" (logz) " +y°} +Q\/¥(x,y)(logz)*. (1.2)

a<Q (a,9)=

La constante implicite est effective si A < 1E Dans les applications, il est important que le
majorant soit o(¥(z,y)), et le résultat de Harper assure cela dés que Q = o(\/¥(z, y)(log )~ 7/2).
De méme que dans la situation du théoréme de Bombieri—Vinogradov, il serait trés intéressant
d’avoir un majorant qui soit o(¥(z,y)) lorsque @ est de l'ordre de /z.

Dans le contexte des nombres premiers et du théoreme de Bombieri-Vinogradov, de tels
résultats peuvent étre obtenus si I'on fixe I'entier @ dont on détecte la classe de congruence. Cela
trouve son origine dans des travaux de Fouvry—Iwaniec et Fouvry [FI80, [Fou82, [Fou84] et est
étudié par Bombieri-Friedlander-Iwaniec dans une série d’articles [BFI86, BFI87, BFIR89]. 11 est
par exemple montré dans [BFI87, main theorem] que pour tout a # 0 et A > 0, il existe B = B(A)

!Cela découle par exemple de la proposition 11.8.30 de [Ten07]
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tel que 'on ait
liz log log )5
Z ‘W(x;a,q) - ﬁ‘ <a,A x((ii)g
g<y/E(log 2) S &
(g,0)=1

ou 7(x;a,q) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs a = et congrus a a modulo ¢g. On
pourra consulter l'article de Fiorilli [Fiol2] pour plus de références et des résultats récents a ce
sujet.

Fouvry et Tenenbaum [FT96, théorémes 2 et 3] montrent par des méthodes similaires le
résultat suivant.

THEOREME A. Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que lorsque a € Z ~ {0} et 1 <y < 2°, pour
tout A > 0, on ait

Y 1B(x,y5a.9)| <4 (lal < 2%), (1.3)

q<m3/578
(g,0)=1

T
(log z)4

x
> |E@ yiaq)| <4 ——5  (la] <)
g<ab/11—< <log x)A
(g,a)=1

Il est intéressant dans ce résultat que ¢ est autorisé a prendre des valeurs de l'ordre de +/z.
En revanche, le majorant n’est O(V¥(z,y)) que dans un domaine du type

log x loglog log x } <

exp {(n+o(1)) o8 108 =

lorsque © — oo et pour un certain 7 = n(A), ce qui restreint I'uniformité en x et y dans les
applications. On montre ici le résultat suivant.

THEOREME 1. Pour tout ¢ > 0 fixé, il existe ¢, > 0 pouvant dépendre de ¢ tels que lorsque z,y
vérifient (log )¢ <y < z1/¢ pour tout A >0, on ait

> 1By aias, q)| <a U y){H(w) P(loga)  +y7°}  (lail,lag| <2°),  (1.4)

q<m3/5—5

(g,a1a2)=1

S |B(z,yi a8z, 9)| <a Uz, y){H(w) P(logz) ™ + 3y} (lay] < 2177, Jag| < 2°)
g<ab/ 1<
(g,a1a9)=1
(1.5)

lorsque ay,ay € Z ~ {0}, (a1,a9) =1, et ou la constante implicite est effective si A < 1. Dans les
membres de gauche de ces estimations, Gy désigne l'inverse de ay modulo q.

Les majorants dans et sont toujours o(¥(z,y)) lorsque z,y — 0o et A > 0 dans
leur domaine de validité. Par rapport aux précédents exemples de suites ayant un exposant de
répartition supérieur a 1/2 pour une classe de congruence fixée, la suite d’entiers S(z, (log z)°) est
particulierement peu dense puisque ¥(z, (log z)¢) = gl=Veto) Jorsque ¢ > 1 est fixé et z — 00
(voir la formule infra).

Par un argument de découpage dichotomique similaire aux calculs de la section 3.1 de [F'T96],
il découle la version plus forte suivante :
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COROLLAIRE 1. Pour tout € > 0, il existe ¢, > 0 pouvant dépendre de ¢ tels que lorsque x,y
vérifient (logx)¢ <y < z/¢, pour tout A > —1 fixé, on ait
Y. max|E(zyiaiaz,q)| <a U, y) {Hw) (loga) ™ +y7°}  (laal, [az] < 2%),

g<ad/5—¢ =

(g,a1a9)=1

> max|E(zyiaz,q)| <a W, y) {Hu) (loga) ™+ (lan] <a'7% Jag| < 2°),

g<ab/11—¢ =
(g,a1a9)=1

la constante implicite étant ineffective si A > —1.

Une analyse plus fine des calculs de Harper menant au Lemme [5| permet de considérer plus
généralement la somme
> Mg)max|E(z,y; a1, )]
2<x

g<z3/5¢
(ga1a9)=1
ol le poids A(q) > 0 vérifie A(q) = ¢°!) lorsque g — 00, ainsi que des hypothéses de majoration,
notamment sur sa valeur moyenne. Cela n’est pas étudié ici.
Ces résultats permettent par exemple d’estimer la somme
T(x,y):= Z T(n —1).

neS(z,y)
n>1

Ce probléme peut étre vu comme un analogue friable du probleme des diviseurs de Titchmarsh
(¢f. le corollary 1 de [BFI8G] et le corollaire 2 de [Fou85]). Il est étudié par Fouvry et Tenenbaum
dans [ET90], qui obtiennent en particulier le résultat suivant. Dans toute la suite, on désigne
par log, = la k-ieme itérée du logarithme évalué en z.

THEOREME B. Soit n > 0. Lorsque x et y sont suffisamment grands et vérifient 'inégalité
exp{nlogzlogsx/log,z} <y < z,
on a

T(z,y) =¥(x,y) log:n{l + O(bgl((;;—;l)) }

L’énoncé de notre résultat fait intervenir une notation de [HT86]. Lorsque 2 < y < z, on

définit implicitement le point-selle a(x,y) € [0,1] par 'équation

1
Z O(?gpl = logx. (1.6)
p<y P T

Lorsque y,u — oo avec (logz)? <y < x,onal—a~ (logu)/logy, et lorsque 2,y — oo, on a

U(z,y) =zt (1.7)
THEOREME 2. I existe ¢ > 0 tel que lorsque (logx)¢ < y < x, on ait
_ . (1 log(u+1)
T(z,y) = C(a)¥(x,y) logw{l—i—O(mln{a,W})} (1.8)
avec
p—a _ p—l
C = 1—=—).
(@ =110~ =—)
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Remarque. Le terme d’erreur O(1/u) est typique de I'utilisation de la méthode du col dans I’étude
des entiers friables. On a C'(a) < 1, ainsi que

Cla) =1+ 0( B Y),

et pour tout ¢ > 0, on a 1/u > log(u + 1)/logy lorsque logy > /log z log, .

La constante implicite dans I'estimation ([1.8)) obtenue par la méthode proposée ici est effective
lorsque H (u)® > log y/ log(u+1), ce qui est réalisé par exemple lorsque log y < log z/(log, x(log, x)?).

La dépendance du terme principal en « est due a un biais dans la répartition des entiers
friables dans les progressions arithmétiques, biais d’autant plus important que « (donc y) est
petit. Par exemple, un entier y-friable choisi au hasard entre 1 et x est pair avec une probabil-
ité 27 + o(1) lorsque  — oo, cf. le Lemme |1] infra.

De méme que dans [FT90], la preuve que 'on présente ici permet I'obtention d’un développe-
ment de T'(x,y) selon les puissances négatives de logy. On définit le domaine

3 < exp{(log, #)°**°} <y < =. (He)

Pour tout k£ > 0 fixé, il existe des fonctions (u +— o;(u));>0, définies sur [1, co[ par la formule (1.12)
de [ET90] (en particulier og(u) = p(u) la fonction de Dickman, définie en (2.1)) infra), telles qu’en
posant pour tout z > 1,

k
C(z) = U]+m1n{1 (k+1—j)(logz)/z},j+1]U[k+1,00],

on ait pour (z,y) € (H:) et u € C((logy)/2) I'estimation

k
oj(u) [p* ) (w)]
T(x,y) = xlog:r{jz:% (lo]gy)j + Og,k(gogw) }
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2. Lemmes

2.1 Entiers friables

Dans [Hil86], Hildebrand étudie la fonction ¥(x,y) en itérant une équation fonctionelle. On
rappelle que la quantité u est liée & = et y par la relation u = (logz)/logy, et on définit la
fonction de Dickman p(u) pour tout u > 0 par

plu)+up(u—1)=0, (u>1) (2.1)
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avec la condition initiale p(u) = 1 pour u € [0, 1]. On prolonge p & R par p(u) = 0 pour u < 0.
Lorsque (z,y) € (He), on a

U(a,y) = zp(u) {1+ og(k’gl(:g;rl)) 3 (2.2)

Le terme d’erreur est optimal pour le terme principal zp(u). Saias [Sai89] montre que 'on peut
préciser cette estimation au prix d’un terme principal faisant intervenir la fonction p de fagon
plus fine. On définit pour 2 < y < z,

2 [o> pu—v)d(ly°]/y") siz¢Z
Alx +0,y) sinon,

A(:Ea y) = {

ainsi que Le(y) := exp{(logy)*/°~¢}. Lorsque (z,y) € H., on a
U(a,y) = Az, y){1+ O(Le(y) )}

Le domaine de validité de ’estimation a un lien direct avec le terme d’erreur dans le
théoréme des nombres premiers. Ainsi, la forme du domaine (H,) est liée a la région sans zéro
de Vinogradov—Korobov [Ten07, formule (I1.3.64)] tandis que Hildebrand [Hil84] montre que la
validité de 'estimation

U(z,y) = 2p(w)O:(y°),  ((logz)*** <y)
pour tout € > 0 est équivalente a I’hypothese de Riemann.

Si ’on concede de travailler avec un terme principal dépendant moins explicitement de x et v,
il est possible d’obtenir une estimation valable dans un domaine beaucoup plus étendu. On pose
pour s € C,Res > 0,

. N o) e N P (logp)?
C(Svy) T pl;[y(l p ) ) ¢2( 7y) _% (ps — 1)2 .

Alors Hildebrand et Tenenbaum [HTS86l theorem 1] montrent que lorsque 2 < y < z, on a

U(z,y) = MO + O(l + logy))‘ (2.3)

Qy/ 27T¢2(047y) U 4

La quantité ¢q(c,y) vérifie lorsque 2 < y < x Pestimation (c¢f. [HT86, theorem 2])

da(a,y) = (1 + loix) logaclogy(l +O(10g(u1+ 1) + 10;7))‘

La démonstration de Hildebrand et Tenenbaum de I’estimation emploie la méthode du col.
Celle-ci offre la possibilité d’obtenir des résultats “locaux”, permettant par exemple I’évaluation
du rapport ¥(x/d,y)/¥(x,y) dans des domaines en x,y et d ol aucune approximation lisse
de ¥(z,y) n’est connue voire possible. Cela est étudié par La Bretéche et Tenenbaum dans [dIBT05].
Afin de citer leurs résultats on introduit quelques notations supplémentaires. On définit

gm(@) = [[(1=p™")  (meN)

plm

et, par analogie avec la fonction A(x,y),

An(ey) =2 [ plu—e)dRn(y")
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ol Ron(t) = 1( 3 1) _ “Ofnm.
n<t, )=1

(n7m
Le résultat suivant découle des théoréme 2.4, 2.1 et de la formule (4.1) de [dIBT05]. On y utilise
la notation w(m) pour désigner le nombre de facteurs premiers distincts de m € N.

LEMME 1. (i) Lorsque2 < y<zetl1<d<wz ona
x 1
\If(g,y) < S ¥(zy)
(ii) Lorsque (logz)? <y <z, PT(m) <y et w(m) < \/y, on a
En(1 +Em)>}

v = v 1+0
(@) = gm()¥ (2, y) {1+ O(="—
otl, en notant vy, := log(w(m) + 1) log(u + 1)/ logy, la quantité E,, est définie par
Ep := (log(u + 1))~ { exp(29m) — 1}
(iii) Lorsque (z,y) € He, x > 3 et PT(m) <y, on a

V(z,y) )
Le(y)gm(a)
Remarque. La Breteéche et Tenenbaum [dIBT05, formule (2.22)] montrent en fait une estimation

pour le rapport ¥(z/d,y)/¥(z,y) pour un large domaine en les parameétres z,y,d. On ne fera
usage ici que de la majoration énoncée au point (i).

nn(,y) = Am( ) + O

2.2 Méthode de dispersion

On reprend dans ce travail la méthode adoptée dans [FI83, BFIS6], basée sur un calcul de
“dispersion” d’apres Linnik, et qui correspond a un calcul de variance empirique. La méthode
peut étre résumée de la facon suivante :

(i) on approche la fonction 1cg(, ) par des convolutions de la forme >° . amfBnA,

(ii) par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on se rameéne au cas ou o, = f(m) est une fonction
lisse,

(iii) on détecte la congruence mnf = ayay (mod r) par une formule sommatoire de Poisson, ce
qui fait intervenir des sommes de Kloosterman,

(iv) on majore ces sommes, soit individuellement par la majoration de Weil [Wei4§|, soit en
moyenne grace a des résultats de Deshouillers et Iwaniec [DI83].
Dans tout ce qui suit, on note e(z) = e*7%*.
La transformée de Fourier d’une fonction f : R — C intégrable est définie pour tout n € R
par

Fon = [ s©etena

Dans ce qui suit, les fonctions dont on considerera la transformée de Fourier seront toujours C*
a support compact. On dispose dans ce cas de la formule d’inversion

1O = [ Foe-=endn
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Enfin, lorsque f est C* & support dans [—M, M] avec |f\9)] <j M7 pour tout j > 0, alors pour

o~ o~

tout n € R~ {0} et 5 >0, on a |f(n)] <; M'In~J, ainsi que |f(0)| < M. En particulier, on a

% 3 ‘f(%)‘«l (r e N).

heZ~{0}

Le lemme suivant est une formule sommatoire de Poisson effective, telle que formulée dans [BEIS6,
lemma 2].

LEMME 2. Soit M > 1 et f : Ry — C une fonction C* a support compact inclus dans [—4M, 4M],
telle que f(j)(x) < M~ lorsque x € Ry et j > 0. Alors pour tous g,a € N, € > 0
et H>q¢'"*M~! ona

> =2 5 F()e(-ab/a) + Oula7).

m=a (mod q) q |h|<H

Concernant la majoration de sommes de Kloosterman, on dispose du résultat suivant, qui
découle de la majoration de Weil [Weid8]. La version énoncée ici est essentiellement le lemme 4
de [Fou82|.

LEMME 3. Lorsque k,b,c,{ e N et D >1,ona

S oe (bi) < log(D + 1)4/(b, &) (c)c'/? + (b’CC)D, (2.4)

d<D
(d,e)=1
d d (b, c)log(¢+1)
e|b- log(D + 1)21/ (b, &)7(c)c/? 4 250 = 2 p)ow(k), 2.
> @<d><c><<(g<+>~/<’><> + ) (2.5)
(d,ck)=1
d=0 (mod ¥¢)

Le terme d en argument des exponentielles désigne I'inverse de d modulo c. La fraction bd/c
est définie modulo 1, son exponentielle e(bd/c) est donc bien définie.

Le résultat suivant, démontré dans [DI83, theorem 12], intervient de fagon cruciale. Il s’agit
d’une majoration en moyenne de sommes de Kloosterman. Sa démonstration repose sur la théorie
des formes automorphes, et des informations sur le spectre du Laplacien agissant sur les formes
automorphes sur le quotient du demi-plan de Poincaré par les sous-groupes de congruence, I'\H
(on réfere le lecteur au chapitre 16 de [IK04] pour plus d’explications & ces sujets). La version
que l'on énonce ici correspond au lemma 1 de [BFIS6].

LEMME 4. Soit € > 0 et gy : Ry x Ry — C une fonction de classe C*° a support compact. Pour
tous réels positifs C, D, N, R, S et toute suite de nombres complexes (Bn,r,s)( eNS, Ol a

c d rd
Y. 2 > Buws > ) 90(@75)‘3(”;)
R<r<2R S<s<25 1<n<N C<e<L2C D<d<2D

(rd,sc)=1

1/2
< (CDNRS){CS(RS + N)(C + DR) + C*DS\/(RS + N)R + D*NRS™}V/2{ 3" |Bursl*} ?

n,r,s

n,r,s)

La constante implicite dépend au plus de g, et €.
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Selberg a émis la conjecture que le Laplacien agissant sur I'\H n’a aucune valeur propre
dans ]0,1/4[, lorsque T' est un sous-groupe de congruence (cf. [Sar95] pour plus d’explications
a ce sujet). Si cette conjecture est vraie, on peut ignorer le terme C2DS+/(RS + N)R dans la
majoration du Lemme [ Cela n’a aucune incidence sur le résultat du Théoréme [T} Par ailleurs,
la majoration du Lemme 4 ne dépend pas directement du réel  tel qu’il soit connu que le spectre
du Laplacien est inclus dans {0} U [k, oo[. Deshouillers et Iwaniec utilisent a la place des résultats
de densité sur le spectre du Laplacien [DI83, theorem 6].

L’argument que lon présente ici fait usage d’'un résultat récent de Harper [Harl2b]. Plus
précisément, il découle des calculs de la section 3.3 de [Harl2b] la majoration suivante, qui
concerne les moyennes de sommes de caractéres de petits conducteurs sur les entiers friables.

LEMME 5. Il existe des constantes n,c,d > 0 telles que lorsque (logz)® <y < x et Q < x, pour
tout A > 0 fixé,

1 _ _ _
3 e S| Y x| < vy {H@ P logr) + 570},
q<Q vl x (mod q)  neS(z,y)
1<cond(x)<z"

La constante implicite est effective si A < 1.

On fera également usage d’une inégalité de grand crible, sous la forme classique suivante (cf.
le theorem 7.13 de [IKO04]).

LEMME 6. Pour tous entiers QQ, M, N > 1 et toute suite de nombres complexes (an)r<n<M+N»

on a
q 2
) @) > ‘ > anx(n)‘ S(N+Q*-1) > Jan|?
q<Q wvig x (mod qf) M<n<M+N M<n<M+N
X primiti

3. Démonstration du Théoréme [l

Dans toute la suite, pour tous r € N, k (mod ) et € > 0, on note

welkir) = Y x(k) (3.1)
X primitif
cond(x) <z
cond(x)|r
ou la somme est sur I’ensemble des caracteres primitifs de Dirichlet de conducteur inférieur a x*®
et divisant r. En particulier, cela inclut toujours le caractere trivial x = 1, correspondant au
module 1.

THEOREME 3. Pour tout ¢ > 0 suffisament petit, lorsque ay,ay € Z ~ {0}, (ay,a9) = 1, et
lorsque (am,), (Bn), (Ag) sont trois suites de nombres complexes de modules inférieurs ou égaux
a 1, de supports respectifs dans les entiers de |M,2M], |N,2N], |L,2L], avec x :== MNL, il
existe 0 > 0 pouvant dépendre de ¢ tel que lorsque I'un quelconque des deux ensembles de
conditions sur M, N, L, R suivants est vérifié :

lag],Jas| <2, 2 <N,  NL<2?37%, L<a M, (3.2)
M < R<z °NL, N2L3 < z'7°R, N°L? < 227, NAL3? < 227, :
ou
’a1| < xl_ev |CL2| < xé NL < 332/3_587 (3 3)
M <R<x°NL, N3LA < 2278, NOLS < 2*=¢R2, '
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on ait la majoration

1
Z Z Z Z ambPng — —— Z Z Z o B Agwe (mnlagay;r)
R<r<2R m n ¢ (p(T‘) m n 4
(r,a1a9)=1 mnl=aqay (mod r) (mne,r)=1

<zt (3.4)

En particulier, on a sous les mémes hypotheses la majoration

1 —
> YN amBade— —= DD D amba| e 7'
R<r<2R m o no g o(r) m o7
7 premier  mnpf=aqay (mod r) rtmnt
rfajag

Le Théoréme (3| est a rapprocher du theorem 4 de [BFIS6] et du théoreme 2 de [Fou82], qui
énoncent que la majoration

1
Z Z Z Z amfBnAp — —— Z Z Z amfndp| e a /(log 5U)A (3.5)
R<r<2R m n 4 So(r) m n
(r,a1)=1 mnl=a; (mod r) (mnt,r)=1

est valable sous les conditions du Théoréme[3|et sous une hypothése supplémentaire de type Siegel-
Walfisz, que (Br) est bien répartie dans les progressions arithmétiques de petits modulesﬂ Le
gain dans la majoration par rapport a provient du fait que 1’on considére uniquement
la contribution des caracteres de conducteurs > x°. Cela est la principale nouveauté de ce travail
par rapport a [BFI86| et [Fou82]. Une telle réduction est admissible pour ’application aux entiers
friables en vertu du Lemme [5] de Harper précité.

Les conditions limitantes pour la taille de R dans le systéme (3.2)) sont heuristiquement
R<z °NL, N2L3 < 2'7°R, NAL3 < 2%e.

3/5—8¢/5 1/5+4e/5
)

Elles impliquent en effet R < x , et I’égalité est atteinte pour les valeurs N = x
L = g2/5=7/5 N = £2/5+3¢/5 De méme, les conditions limitantes pour la taille de R dans le
systeme (3.3)) sont

R<z °NL, N3L* < 2%78, NOL? < 2*¢R72,
elles impliquent R < 2/11¢ et I’égalité est atteinte pour N = p2/Wte [ = g4/ M—e N — g4/11
Cela est a 'origine des exposants 3/5 et 6/11 dans le Théoreme

On remarque que, contrairement a [Fou82, théoreme 2| et [BFI8G, theorem 4], on ne fait
pas d’hypotheése sur la bonne répartition modulo r des suites étudiées. Une hypothese comme
I'hypothese (A,) de [BFIS6] ne serait pas pertinente dans notre étude puisque l'on consideére
uniquement la contribution des caracteres de grands conducteurs.

La démonstration proposée suit dans une large mesure celles de [Fou82l, théoréme 2] et [BEFISG,
theorem 4], On s’inspire des calculs réalisés dans [FI83] section 3| afin de ne pas recourir a
certaines hypotheses contraignantes, comme ’hypothese (A,) de [BEISG).

On note (uy) la suite définie pour tout k € N par uy, := > ,_, Bn),. Cette suite est a support
dans les entiers de |K,4K] avec K := NL, et vérifie |u;| < 7(k) ainsi que )~ |u;| < K. On note
également

X = X := {x primitif | cond(x) < 2°}.
On a |X| ~ 2%¢/(2¢(2)?) lorsque = — 0o, cf. [IK04, formule (3.7)].

*Dans [BFI86], les auteurs font d’autres hypotheses simplificatrices, nommément (A,) et (As). Les auteurs men-
tionnent (p.220) que ces hypotheses ne sont pas cruciales, ce que les calculs du présent travail mettent en évidence.
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3.1 Calcul de dispersion
On désigne par A(M, N, L, R) le membre de gauche de (3.4). On a par l'inégalité de Cauchy—

Schwarz
2

1
S mm Y wer(mkaay)

A(M,N,L,R>< MR ) > o
k=ajagm (mod r) ® (k,r)=1

R<r<2R M<m<2M
(rajag)=1 (m,r)=1

(3.6)
Etant donnée une fonction C*° ®, : R, — R.;, & support compact inclus dans [1/2, 3] et majorant
la fonction indicatrice de 'intervalle [1,2], on pose f(m) := ®y(m/M). Alors le membre de droite
de D'expression précédente est majoré par
2

1 _
MR Z Z f(m) Z uy, — w Z upwe (mkayag;r)
R<r<2R (m,r)=1 k=ajagm (mod r) ¥ (k,r)=1 (3.7)
(rajag)=1
= MR(S; —2Re S, + S3)
avec
2
Sy = Z Z f(m Z Ug|
R<r<2R (m,r)=1 k=ajagm (mod r)
(r,ajag)=1
1 _ __
Syi= Y o Soofm) D> upwe(mbyarag; T,
R<r<2R ® m,r)=1 (k1,m)=1
(rajag)=1 ko=ajagm (mod r)
. 2
S3 1= Z o(r)? Z f(m) Z upwe (mkagag;r)
r<r<2R P\ (=1 (k.r)=1
(rajag)=1
On évalue successivement Sz, Sy puis Sj.
3.2 Estimation de S3
On a
83 = Z ( o(r)? ZZ X1x2(a1@z) ZZ X1 (k1) xo (ko) ug, Z f(m)x1xz(m).
r<r<er P17 yoex k1.kg (m,r)=1
(r,a1a9)=1 cond(x1)|r (k1kg,r)=1

cond(x2)|r

Le Lemme 2] permet d’évaluer la somme en m. Notant H := z°RM !, pour tous xi, X3 € X
avec cond(xq)|r et cond(xs)|r, on a

Z fm)xixz(m Z X1X2(b i Z ( ) Z x1Xz2(b ( fh)+0(1)-

(m,r)=1 0<b<r 0<|h|<H 0<b<7"
(b,r)=1 (byr)=

La somme sur b est une somme de Gauss, pour laquelle on dispose des lemmes 3.1 et 3.2 de [IK04].
Par ailleurs le module de ;%3 est un diviseur de r qui est inférieur & 2. On obtient donc

Z X1xz(b ( bh)’ < cond(x1X3) "2 Z d.

(0b<b)<r1 d|(h,r)
T

11
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Ainsi, en utilisant la majoration || ||lec < M, on a

1 dh

LS ) o) < Ea ¥ () <t
0<|h|<H 87<bi7i dlr |h|<H/d
En reportant dans S3, on obtient
S3=f(0)X3+ R3 (3.8)
avec
. 2
X3 = Z Z — Z upwe (kbyr)|
R<r<2R <b<r (’f‘) (k,r)=1

(rajag)=1 (b r)=

2
Ry < z%|x> Y T(@( 3 |uk|> < 25 K2(log R)R ™
rercor P(7) (kyr)=1
(rajag)=1

Chacun des deux systémes de conditions (3.2) et (3.3) implique K < 2%/3, quitte & supposer ¢
suffisamment petit on obtient Ry = O(z'~*KR™1).

3.3 Estimation de Sy

On a
1 _ .
Z Z ( ) f(m) Z Z X(klma’la2)uk1uk2-
XEX R<r<2R P (m,r)=1 (k1,m)=
(rajag)=1 ko=ajagm (mod T)

cond(x)|r

Pour des indices x,r,m, k1, ky de cette somme, on a x(kymaias) = x(k1)x(ks), ainsi

1
Z ZX kl ukl ZX k2 uk2 Z (7’) Z f(m)
XEX k1 R<r<2R ¥ mEa1% (mod )
(rya;k;)=1
cond(x)|r

D’apres le Lemme |2, en posant H = 2° RM !, la somme sur m vaut

> sm=1 Y f(—)e( arhazky/r) + O-(1/7).
m=ajagky (mod r) |h|<H

En isolant la contribution du terme d’indice h = 0 et en reportant cela dans Sy, on obtient :

Sy = f(0)Xy + Ry + O(|X|K*R ™)

avec
Xq = Z uk2w5 kle, ),

Rércar T

(ra;)=1 (k:g 7")

1 ~h —ayhask
R, _ZZX Ky uklzku Uk Z e Z f(;)e( 17«2 2>.
XEX K (f:f)m 1<|h|<H
cond(x)|r

12
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Les entiers agky et r étant premiers entre eux, on a 1’égalité

a2rk2 = —a;b + a211€2r (mod 1).
On a donc
Ry < RN S upyuny| Y v f(ﬁ)e(alh?_ arh )| @
XE€X K1,k 1<|h|<H | R<r<2R p(r)” \r agky  agrky
ot

On effectue une intégration par parties afin d’éliminer le terme f(h/r)e(—ayh/(agrks)). Le mem-
bre de droite de (3.9) s’écrit

R2Y M| Y aizm)g(zr)]
zEZ R<r<2R
ol on a posé
Z = {(X,kl,kg,h) | x € X, K <k; <4K,1 < |h| gH}
et pour tout z = (x, k1, ko, h) € Z,

- 7 h alh L L M
)\(Z) = ’uklu]@’v gl(z’r) = f(r>e( CLQT’]Q)’ 92(Z7T) = 1(7‘,aiki)=1]—cond(x)|7"SO(T)G(a2k2).

Posant G(2,&) = Y g <e 92(2,7"), une intégration par parties fournit

Z)\ ‘ Z glzrgzzr’—Z/\ ‘/ zﬁdGQ(zg)‘

2€Z R<r<2R z€Z
< s (=] x X A6 2R)
R<5<2R 2€2
+ R sup ( Ol x sup > A(2)|Ga(z,9)]
2€Z R<¢<2R [c%

R<E<2R
Pour tout & €]R,2R] et z = (x, k1, ko, h) € Z, la majoration (2.5 fournit
Ga(2,€) < 25/ {(arh, agks)?ky® + (arh, asks) Ry},
on obtient donc, en utilisant I'inégalité >, (at,b) < (a,b)7(b)T valable pour tous b € N, T > 1

3 A:)[Gal2 )] < 2RI HE? + 27| X|HER.

z2€EZ
Par ailleurs, |g;(z,&)| < M et g, /0¢(2, &) < HM?R~2 dés lors que I'on a |a;| < x. Ainsi, sous
les hypotheses (3.2)) ou (3.3), on a Ry < :U65{K5/2R*1 + K} < 2'"°*KR™!, ce qui fournit

Sy = f(0) Xy + O(z'*KR™Y). (3.10)

3.4 Estimation de &3
En séparant les sommants de S; selon la valeur de (kq,ks), on a

=3 > Y fm) XY wmm =Y SO)

v21l R<r<2R (m,r)=1 k1=ajagm (mod r) vzl
(ra;v)=1 ko=ajagm (mod r)
(k1,k2)=v

13
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avec pour tout v > 1,

S(v) = Z f(m) ZZ Uy Uy -

R<r<2R (m,r)=1 ki1=ajagm (mod r)
(r,a;v)=1 ko=ajagm (mod r)
(kq.kg)=v

Soit n > 0. La contribution des indices v > x" est majorée par
2

SECENS YD SN C21 vl (D V) B
vz R<r<2R (m,r)=1 vz k=ajagm (mod r)
(7‘,&1@2):1 (v,r)=1 vlk

La somme sur k est majorée par :1:77/4{K/(UR) +1} < /4K /R dés que 3n/4 < . On a donc

PBEORI D DD DRFICOID SENEED SR

vz (f{f{é?fl (m,r)=1 (:i)zll kzalﬁ?jk(mod T)
K _
< mogr 2 lwlr(k) > fm)r(jagmk — a]) + Ko 7 (|aa|)?
k a2m7l?;£a1

< 1‘1_n/2KR_1

quitte a supposer n < . On fixe a présent un entier v < z"7. On écrit de fagcon unique k; =
vdyerky avec dqi|v>® (c’est-a-dire p|d; = plv), e1|as® et (kY ,vas) = 1, ainsi que ky = veski
avec eg = (ky/v,as). La contribution & S(v) des indices ky, ky pour lesquels d; > " est

< Y > > f(m) > |y Uy |

d1>z" R<r<2R (m,r)=1 vdy|kq,v|ko
dpv>® (rajagu)=1 k1=ko=aiagm (mod r)
<2y 3 X fm) 2. 2. 1
dy>a" R<r<2R (m,r)=1 K/(vdy)<k1<2K/(vd)) K/v<ky<2K/v

dq v (rajagv)=1 ~ ~
1o (ragazy) k1=ajagudym (mod r) kg=djky (mod r)

< KR '/ Z Zf(m) Z (Jagudikym — ay|) + K7(lay|)?
dy>z7 m K/(vdy)<ky <2K/(vdy)
dyfv a2vdll:1m7éa1
< 2"MPRRTY N drt 4+ Kot
dy>x"
dq|v>

< xl_"/4KR_1

la derniére majoration étant uniforme pour v < . On montre de méme que la contribution a S(v)
des indices vérifiant e; > 7 ou ey > " est O(z' 4K R~!). On se retreint donc dorénavant
a max{dy, e, ex} < 2. On note pour tous d|v™°, e1]a3® et eslay :

S(vidy,er,e9) = Y > f(m) SN Uy Uy -

R<r<2R (m,r)=1 k1=ko=a1agm (mod r)
(7’,(11&27.)):1 (k‘l,k‘Q)ZU,Ueldl|k1,062|k2
(k1/(vdyey)vag)=(ky/(veg),ag)=1

En appliquant le Lemme [2| & la somme sur m, on obtient

~

S(vidy,er,e9) = f(0) X1 (vidy,eq,e2) + R(vidy, e, e9) + T(vidy, e, e9)

14
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avec les notations H := z"RM ! et

k1 = ko (mod 1), (k1, k2) = v, verdy|ky, veylks,
K=K ; 7d 5 €1, = k 7k eN
(rvidner, ) {< 1K) | (1, 7) = () /(vdyer), vag) = (ky/ (vea), az) = 1

Xl(v;dbelan) = Z - ZZ ukl%a

R<r<2R | (kyko)ek

(raqagu)=1
S w3 f(g)e(M) NERE

R(U;dlaelaeQ) = Z r
R<r<2R (k1,k9)eK 1<|h|<H
(r, alagv)*l

T(U;dl,el,ez) <K Z ZZ ‘uklqu

R<T<2R (k1,ko)eK
(rv)=1

S e

On a de plus, quitte a supposer n < ¢ (de sorte que K > x),

33 > T(vidy,er,e9) < 2"K*RTT+ K,

v=1d) 0% eq]ag” eglag

Z ZZZ Xl(v;dlvelaBQ) < K2R_1$_77/27

v<z" max{dy,eq,eq}>x"
d|v®,eq1lag’,ezlag

Z Z Z Z Xi(vidy, e1,e9) < K2R 1471/2 L Kgan/?,

v>z" dq[v>° e1|ag® eglag

Au final, on obtient

Si=Ff0X1+ > Y33 R(uidi,er,en) + O KR™) (3.12)

v<a" dq,e1,e9<z"
dyv>,eq \“Eo .e2]ag

avec

X = Z Z

R<r<2R O<b<r
(rajag)=1 (br)=

S o

k=b (mod r)

Il reste a étudier le second terme du membre de droite de (3.12)). La suite (u,/), est une
combinaison linéaire de 7(v) produits de convolutions de suites de la forme (5;,), et (Age)y
pour différents entiers d divisant v. Afin de clarifier les notations, on la proposition suivante.

PROPOSITION 1. Soit € > 0 fixé suffisamment petit. Lorsque a € Z ~ {0} et v,d;,dy € N, pour
tous réels M, K, N, L, H, R, E supérieurs a 1, toutes suites (u,), (Bn), (\,) de supports respectifs
dans les entiers de |K,4K], |N,2N], |L,2L]|, vérifiant pour tous k,n, ¥,

| < 7(k),  max{|Bul, |A]} <1

(k,’()dldg) >1=u, =0, (7’L£, ’Udl) >1= ﬁn)\f =0,
et toute fonction lisse ®y : R4 — Ry a support inclus dans [1/2, 3], posant f(m) := ®q(m/M),

15
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la majoration suivante :

2 % 2.2 0w D f(%)e(w) < (MKNL)'"*MKNLR™ ‘¢!
iyt Vatagmner

(3.13)
est valable sous I'un quelconque des deux ensembles de conditions suivants :
lavd,dy| < (KNL)?, NL<dyK, H<RYWM
K <LN?, RK<NM, M<R<K, NL<LKM, R<M?NLE!, (3.14)
K < M1/2N1/2R1/2g_1, K1/4N1/2 < ]\41/2[11/48—17 K1/2 < M1/2L1/4g_1,
ou

(3.15)

lvdydy| < (KNL)?, |a|R® < vdydsM{K + NL}, H < RYeM~!,
M<R<K, K<MNY2e-1 NV2LVA L MR/26-1

On insiste sur le fait que dans les hypotheses de cette proposition, K n’est pas nécessaire-
ment égal & NL. Dans la somme du membre de gauche de , les deux conditions dik =
dont (mod ) et (k,dynf) =1 impliquent (k,r) = 1.

Admettons temporairement la Proposition |1} Pour tout indice k9 dans la définition ,
on note dy = (ky/(vey),v) et ko = vdyegky. On a

Uk2 = Z Z /851“/’)/52[ = Z Z Z /65153”//’)/5254(//

5152:062n’€’:d2k/2/ 0169=vegy 6364=do n”[”:k’Q’
(¢,61)=1 (04:61)=1 (7,6, 63)=1

On obtient donc

R(vidy,er,e0) = > > > R(vidy,do, 61,6551, €2) (3.16)
dolv  6109=vey 6364=do
(dg,ag)=1 (04,61)=1
avec
!
R(U;dl,d2,51,63,€1,62) = Z ZZZ ﬂk”ﬁn”)‘f” Z f(%)e( alh(lQ:dlelk )’
R<r<2R dje1k'"=dgegn’’¢” (mod r) 1<|h|<H

(ra1agu)=1 " (dye k" doegn/¢")=1
Upr = 1 pag)=1Undyer ks P 7= L0 agu/dg)=188183n7s A := 107 51 53a90/dg)=1 A58, -
Pour chaque choix d’indices dans la somme , on applique la Propositionavec les parametres
agV
eydy’
On obtient pour un certain ' > 0 la majoration

R(v;dy,dy, 81,055 €1, e9) < 2" KR™

V< d1 — eldl, d2 — €2d2, K + K/(vdlel), N N/(5153), L+ L/(5254)

lorsque I'un des deux ensembles de conditions suivants est satisfait :
layagudie;| < 2, 2" < R7, 2L < M,
M <R Kz, 25 <min{M,N}, 2°"R< M?K,
2200 N1/2L, < MV2RV2, 200 N3/4 < Np1/2 5200 N2 LUA < pfL/2,
ou
{ lagudyeq| < 27, ag| < 2O, 2" < R,
M <R Kz, 230 NY2L < M, 23 NY2LY/4Y < MR,
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Cela implique S — f(0)X; < (2477 4 z1=1/"YKR~!. Lorsque 7 est pris suffisamment petit
en fonction de ¢, et i en fonction de 1, ces conditions sont satisfaites grace aux hypothéses (i3.2))
ou , respectivement, et on obtient pour un certain § > 0

S = f(0)X; + Oz °KR™Y). (3.17)

3.5 Démonstration de la Proposition

Pour compléter 'estimation de Sj, il reste & démontrer la Proposition [I} On remarque tout
d’abord que la majoration n’est non-triviale en pratique que lorsque le majorant est nég-
ligeable par rapport & MK NLR™!. On note que cette derniére expression est plus petite d’un
facteur H que la majoration triviale consistant & appliquer I'inégalité triangulaire au membre de
gauche de . Cela est du a 'utilisation de la formule de Poisson (Lemme [2)) qui exprime un
terme majoré trivialement par O(1) comme une somme d’exponentielles de taille O(H).

On note v := vdydy, k1 :=k et

Z Bn)‘f' (318)

nl=ko
L’objet d’étude est
1 ~rh vk,
R= S = S wm 3 f(;)e(—ah%). (3.19)

R<r<2R r d1k15d2k2 (mod T') 1<|h‘<H
(7"7au):1 (dlkl,d2k2)=l

La suite v est a support dans |[NL,4NL]. On rappelle que K et N L ne sont pas nécessairement
égaux.

Les entiers 1, v, k; étant deux & deux premiers entre eux, on a la congruence
vk k") + v(doky — dyky)vdaky Y + vk ™) =1 (mod ruky)

(ot @9 désigne un inverse de a modulo ¢). Ainsi, avec t := (doky — dik;)/r, on a

- ahyk1 = htydzk2 + ah@ _ah (mod 1). (3.20)
1 v vkqr
Le dernier terme est < R¥|a|{vKM}~!. On a donc
1 ~rh vdsok rky
R= Y -~ XX ww X (5)e(ant=22 +an=t)
R<r<2R " djky=dgky (mod r) 1<|h|<H 1 (3.21)
(rav)=1 (dl k1 ,d2k2):1 )

+ O(|a|(RENLYFK{vM}™1).

On note R’ le premier terme du membre de droite et pour tout entier w avec 0 < w < v
et (w,v) =1, on note

I/d2]€2 wikl
=1 —
o) = 1202 4 2
1
Rwy= Y XY wgmy Y F(%)elahotw)).
R<r<2R d1k1=dokoy (mod r) 1<|h|<H
(T,a):1 (dlkl,d2k2)=1

r=w (mod v)
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Les conditions sur r sont :
R <r<2R, (r,a) =1, r =w (mod v), d1ky = dyko (mod 1),
elles deviennent vis-a-vis de t = (doky — d1kq) /7 :
doky — dikq
t
On détecte la troisieme grace a la relation

1(d2k2—d1k1,at):t = Z :U“(O—)

ola
0’t|d2k2—d1 k1

R < < 2R, doke — di1k1 = wit (mod Vt), (dgk‘g —dykq, at) = 1.

Pour un indice o de cette somme, on a (o,r) = 1. Ainsi, pour un certain o|a, on a

RI=| Y Rw)
O<w<v
(w,v)=1
| N NS wmg e X gt )e(“h¢(w))|
0<w<v t£0 (dyky,doke)=1 202 T MM g 202 T T
(wy)=1 R<(dgkg—dyk1)/t<2R
doko—dik1=wt (mod vt)
O’t|d2k2—d1k1
<Wf| £ SN w3 (gt g )denso))|
0<w<v t£0 (dyky,doke)=1 202 T e 22 T
(w,v)=1 R<(dgkg—dyk1)/t<2R

doko—d1k1=wot (mod vot)
On a ot|dyky — diky et (dikq,dsks) = 1, donc (kq,0t) = 1. On peut alors utiliser les relations :

1d2|d1k1+wat
Layko=dy k) +wot (mod vot) = “o(vdyot) ) (mogdlot)X(kz)X((dlkl + wot)/dy)

1/2
LR<(dyko—d ky)/t<2R = /1/2 e((daky — dik1)9) Fy(9)dd

ot Fy(9) := Ycez recji<or €(c) < min{TR, 19|71} pour [9] < 1/2, avec T := max{d, K,dyNL}/R.
On a donc

1
RI<lalf| > > > SdioD)
0<w<v 1<[f<T (dy kydokg)=1 £ VU
(u},V):l d2|d1k‘1+w0't

1/2
D k(b o)y [ el(daks — duk)9)F(9)9
X (mod vdjot) n

t ht

X Aoy — dlklf(ko;Q -

1<|h|<H

i )e(ahqb(wa))‘.

Par ailleurs, en utilisant la définition de f puis la formule d’inversion de Fourier afin de séparer
les variables k; et ks, on a

t ~ 3SMR~
i Gt ) = [ [ eetnetak, — aypeteniane
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En injectant la définition (3.18]) et en renommant k; en k, on obtient

1/2 3MR™! roo ~
IR'| < |aff Z Z|uk| Z | A¢] Z / / /_M‘Ft(ﬁ)tf(nt)’go(vélat)

O<w<v k (k=1  1<p<r’ 1270
(w,v)=1

x )

X (mod vdyot)

Y7 Y Bax(n)e(ahd(wo) + denld) + Eh — nédanl)|dndEdy.

(n,k)=11<|h|<H

On effectue les changements de variables n <— n/¢,9 < 9/¢ :

L r3MR™! foo 1 9 P
Ri<ur [ [ e RG] s, 7))
max{2|9|, L}<£<2L L<¢<2L

X DY > lwN——— (dat)

O<w<v k (Lk)=11<[t|I<T
(w,v)=1

<)

X (mod vdyot)

dndédy.

E: dont k
Z 5nx(n)e(aht’/ Zn +ank dont + Eh — n§d2n)
(n,k)=11<|h|<H v

On rappelle que par les hypotheses faites sur u, 3, A, les sommations sont restreintes aux in-
dices k,n,? tels que (k,v) = (nf,vd;) = 1. On permute les sommations sur w et k et on

effectue le changement de variables w <« w%(y). Par ailleurs les deux sup sont respective-
ment O(min{|9|™1, TRL™'}) et O(min{MTL~!,|n|~t, LM ~!|n|~2}). Finalement, pour des en-
tiers o, w et des réels n, £, dépendant au plus de v,dy,dy et a et vérifiant ola, (w,v) = 1, et
ayant posé

B(n,h) = ﬂne(ah% + dond + Eh — nﬁdzn),
on obtient

IR'| < (|alTR)TWMR™'> " > > Ju)

k (6k)=11<[t|<T

> > B h)X(n)e(ahtyd;n€>' (322

(n,k)=11<|h|<H

1
* p(vd;ot) 2.

X (mod vdyot)
< (la|KTR) VMR Y{KLT}/*B'/?

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, avec

B::Z(U;Nt) 3 Z%()

1<t<T90 (mod vdqot) (k)=
1

xZ(fDO(

(0,k)=1

2
Z Z B(n, h)x (ahtyd;jw)

(n,k)=11<|h|<H

Ici @y : R4 — Ry dénote une fonction lisse majorée par la fonction indicatrice de I'intervalle [1/2, 3]
et majorant la fonction indicatrice de l'intervalle [1,2]. En développant le carré et en évaluant la
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somme sur Yy, on obtient

5= Y Y % @0( J2o( 1) ST 6l WG Wy (at(n'h — nn) VL),
1<JH<T (k)=1 (6,k)= 1<k, W |<H
(nn/ wdyotk)=1
n=n' (mod vdjot)
On pose pour tous entiers e, q :
Beq:i= Y > S>> B(n,h)B(n ).
n,n’ 1<)¢|< T t]e 1<|hl|h |[<H
nn'=gn=n’' (mod vdjot) n'h—nh'=e/t
(nn' vdyot)=1

On a Beg = 0 si e et g ne vérifient pas |e| <4HNT et N2 < ¢ < 4N2. Par ailleurs,

5= 35 Bua S5 o) )0 1)

(k,vgl)=1

On sépare la contribution des termes avec e = 0 :
B=DB(e=0)+ B(e #0) (3.23)

avec

Ble=0) < KLY > BuByl > >0

I<[H<T  1<|h), |0 |<H
n=n' (mod t) nh'=n'h

La contribution des termes de la somme avec n = n' est O(KNLHT). Le reste contribue

<<KLZ!ﬁn\Z > Bulr(n—7']) Y 1< (HN)*KLNH.

Sn (n',n)=6 1<|h|<H
(n/d)|h
On a donc
Ble=0) < (HN)*KLNHT. (3.24)

Le Lemme 4| s’applique a la somme B(e # 0) avec
C+ K, D« L N<«4a|HNT, R+« 4vdyN?, S+« 1
et permet d’écrire

B(e # 0) < (|lajyKLNR)*{ K (vdyN? + |a| HNT)(K + vdy LN?)

1/2 172 (3.25
+ K2L\/(ud2N2 + la|HNT)N? + ud2|a|L2HTN3} { > |Beg 2} . (3.25)
e#0 4
Afin d’estimer le dernier crochet, on sépare la contribution des termes avec n = n’ : on écrit
| Be,a| < Bi(lel, q) + Ba(lel,q) (3.26)
avec

By (e, q) {!ﬂn\%ard {th )L BN < HLIS[H ST [ tn(h—H)=e} siqg=n’nle
1\6,q) ‘=

0 sinon,
Q=20 BByl > XY
nn’:q 1<t<T,t|e 1<|h|,|h,|SH
n#n’ n=n’ (mod t) n’h—nh'=e/t
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ZZ\Bl(ne',nz) 2
< Z|5n|4 > {anrd {A<|h,|V|<H|h-h= e’/t}}2 (3.27)

0<e’<2HT tle
< (HT)°H>NT.
En ce qui concerne Bsy(e, q), on a

H

cd< X habel X 1@+ ) X ) lBal
nn'=q 1<t<T 1<|h|,|W |[<H nn'=q
n#n’ tle  n'h—nh'=e/t
On a donc
ZZBQeq) < (HNT)*?(H + N)N 122 Z n,n")|BnB, | Ba(e, q)
e € 9 np'=q
< (HNTF2(H + NYEEN VS S (n,m) B gl S0 By gl 71 — nal)
ny no ngng=ning
ng#ny
< (HNT)*(H + N)H*N ZZZ(”D”Z)’/&H/&ZQB”?)&”M‘
ning=ngng

On note que

Z Z Z(nb n2)|Bny Brg Brg By < N?(log N)°.

njny=ngng
En regroupant cette derniere estimation avec (3.27)), (3.26)), (3.25), (3.24)), (3.23)), (3.22) et (3.21),
et grace aux hypotheses (3.14]), on obtient

R < |a|(KNLR*KM ™! + (KNLR)55MR_1{K2LR_1}1/2{K2NLM_1

1/2
+{KN'L + K2N?L + KN*L*M~'}'2RNM '}
En utilisant M < R< K, NL< KM et K < NM, on obtient
R(KNL)—IOE << KM—I +M1/2K5/4N1/2L3/4R_3/2{K3/4L1/4+R1/2N+R1/2K1/4N1/2}.

Sous les conditions (3.14), le membre de droite est O(MKNLE™!) et on obtient finalement la
majoration voulue

R < (KNL)"MKNLE™!.

Dans un second temps, on majore la quantité R en utilisant le Lemme [3] On reprend
Pétude précédente sans majorer trivialement la contribution du terme —ah/(vk;r) provenant
de I'équation (3.20]), et en utilisant 1’égalité modulo 1

vdyln k 1

= — d1).
k vdgnt " vdgnts (o4 D)

Par analogie avec la premieére majoration dans (3.22)), on obtient pour un certain ola et trois
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réels &, 7,9 dépendant au plus de v, d;, dy la majoration

IRl < (Ja|TR)*vMR™" > Z Z Udgt) > | Ay

1<|tILT K X (mod vdyot)

>

1<|h|<H

ahtk aht
(n%::l 571)((”)6( B vdonl + vdantk + nédont + d2n€29> |

ou 'on rappelle que R, défini par (3.19), est I'objet que 'on souhaite majorer. On rappelle
également que T := max{d,K,dyNL}/R. L’inégalité de Cauchy—Schwarz fournit

1/2

IR| < (Ja|TR)*vMR{KLHT}"*D}/* (3.28)

ou

Do= >, > D

K<k<AK L<e<2L 1<|t<T
(kywdg)=1 (£k)=

<D

X (mod vdyot) 1<|h|[<H

% vdlot)

2

(_ ahtk . aht
vdont = vdyonlk

Z Bnx(n)e

(n,k)=1

+ nédynt + d2nez9)

En développant le carré, il vient

Dos > 2> 2D

1<|h|<H N<n<2N 1<|t|<T, L<t<2L | K<k<2K
N<n'<2N n=n’ (mod vdyot) (k,vdonn'0)=1

> e( ahtk  n—n' N aht(n' — n)>
vdylin,n'] (n,n')  vdynn'tk /|

(3.29)
On élimine le second terme dans I’exponentielle en intégrant par parties. On écrit le membre de
droite de cette égalité sous la forme :

> ‘ > a1z k)ga(z, k)’

z€Z K<k<2K

ot Z est ensemble des quintuplets d’entiers (h,n,n’,¢,t) correspondant & des indices dans la
somme du membre de droite de (3.29)), et les fonctions g; et gy sont définies par

( ahtk n— n/)’ 92(27]{:) . e(M) (z = (h,n,n/,ﬁ,t) € Z)

k) :=
91z, k) i=e vdonn/lk

vdsln,n'] (n,n’)

En notant Gy (2, k) := > g pr<p, 91(2, k'), le membre de droite de (3.29) vaut

N[ #0060 < s a0l < 316 26K)

z€EZ K<§<2K zZEZ
dga
+K s |Z2(28)]x sw 3 [Gi(z9)]
zez 1 0§ K<€<2K 2%
K<E<2K
On a donc
la|HT /
D 14+ —— 3 DK 3.30
0 < (1 LRV o S, DU (3.30)
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ou on a noté

DK - ahtk n—n'
(K') = Z ZZ Z Z Z e(yd tn, '] (n n/)) :
1<|h|<H N<n<2N I<|t<T L<t<2L|  K<k<K' 250 ’
N<n'<2N n=n' (mod vdyot) (k,vdonn’€)=1

On remarque que |a|HT < vdy KN L par hypothese.
La contribution des indices n,n’ avec n = n’ est O(HTKNL). La majoration (2.4]) fournit

D(K') < HTKNL + Dy + (KNL)*vdyD, (3.31)

avec
(€I, ') aht(n — )/ (n, ')
Di=K > > > > 2 ; :
1<|h|<H N<n/<n<2N 1<|t|<T L<t<2L {n, ']
n=n' (mod vdyot)

SR DI SERD 5D D DN C K R R B

I<h<KHI<[HST N<n/<n<2N L<{(<2L
n=n’ (mod vdjot)

Soit 7 > 0. Dans D, on sépare les sommants suivant la valeur de d = (n,n’) et on évalue les
sommes sur A puis sur £. On obtient

D) < (RKNL|a|)"KHN™? Y d > SN (dnn’,at(n —n')).
d<2N 1<Jt|<T N/d<n'<n<2N/d
(n,n')=1

dn=dn’ (mod vdjot)

Dans cette somme, on a (nn',n —n') = 1. Le terme général de la derniére somme est donc
inférieur & d(nn’,at). En séparant de nouveau suivant la valeur de § = (t,d), on obtient

Dy < (RENL[a|)"KHN™?Y 6% Y d* > SN (nn', atd).
5T d<2N/§  1<|t|<T/8 N/(ds)<n'<n<2N/(ds)
(t,d)=1 (n,n')=1
dn=dn’ (mod vdjot)
La condition de congruence sur n,n’ implique ¢|d(n — n') donc t|n — n'. Puisque (n,n’) =1, on
a (t,nn') = 1, ainsi en permutant et en évaluant d’abord la somme en ¢t par O(K¢), on obtient

2
Dy < (RK’NL[a|)’"KHN 235 3 d*( Y (n,a0))
6<T  d<2N/§  n<2N/(ds) (3.32)

< (RK*N?a|>)"KHN.

Dans D,, on proceéde de méme. En séparant les sommants suivant la valeur de d = (n,n’) et en
évaluant les sommes sur h et £, on obtient

Dy < (RKENL[a|)"HNL?? 3~ a7/ 3~ S5 (dnn, at(n—n') >
d<2N I<[t|<T  N/d<n/<n<2N/d
(n,n')=1

dn=dn’ (mod vdjot)
En séparant suivant la valeur de 6 = (¢,d), on obtient
D, < (RKNL[a|)"THNL*?Y 572 3" a2 % >3 (dnn, at(n—n'))"/*.
5<T d<2N/§ 1<|t|<T/6 N/(d6)<n' <n<2N/(d5)

(t,d)=1 (n,n/)=1
dn=dn’ (mod vdjot)
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Le terme général de la derniére somme est inférieur & d'/2(nn’, at(n—n'))"/2 = d*/?(nn/, at)'/? =

d'?(nn/, a)"/?, ainsi

2
Dy < (RK*NL|a|)"HNL¥?Y 672 % (> (n,0)'/?)
5<T d<2N/§ n<2N/(ds) (3.33)

< (RK2N?L|a)®>)"HL3?N®.

Avec n = €/2, on injecte les majorations (3.32)) et (3.33]) dans (3.31)) puis (3.30) pour obtenir

Dy < (RENL|a| HTKNL + (K R|a|)°vd, HL? > N3
et finalement, grace a ,
IR| < (RKNL|a|)*{TKLNY?+TY2KY2N3/2[5/4),
Par définition, T' < dy KR, les conditions impliquent donc
TKLNY?2 < d,MKNLR€™,  TYV2KVAN32[5/4 < g P MKNLR &
ce qui implique la majoration voulue

IR| <« (MKNL)'*MKNLR '€~

3.6 Contribution des termes principaux

Les calculs des sections précédentes et plus particulierement les équations (3.6, (3.7), (3.8)),
(3.10) et (3.17) montrent que le membre de gauche de (3.4]) est majoré par

~

1/2
A(M,N, L, R) < (FO)MR{ X5 — 2% X, + X1}> +O0(z'9) (3.34)

pour un certain 6 > 0. On remarque que

2
1 _
S e Y weiin)

1
X —2ReXo+ Xz3= > = >
" k=b (mod r) SO(T) (k,r)=1

R<r<2R o<b<r
(raqag)=1 (br)=1

1 1
<SE X osm XX waw
R<r<2R X primitif  (k,r)=1
cond(x)>x*
cond(x)|r

‘ 2
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Des calculs similaires & [Har12bl Section 4] fournissent
1

Xy —2%ReXp + X3 < >y ¥ > ux(k)

2°<s<2R x (mod s) r<2R (’0 (k,r/s)=1
1

Xprlmltlf s|r
2
i XY Y [ ua)
2°<s<2Ry (mod s) r<2R p(r dlr/s dlk
X primitif s|r

‘ 2

(log R)? 7(d) 1 n|?
< uge X (k')
R %;: 90( ) 15221% QO(S) X (r%o:d s) ’ zk; " ’
X primitif
(log R)? 7(d) /OO 5 2dt
frg —_— u /
R ngR(‘O(d) @° x5<s<§1{2}2,t} w(s) X (rr%):d s)’%: wx ‘ 2
X primitif

(log R)? 7(d) K
< Cg%go(d)(dxe +R)

< K2R 'p¢/2,

Dans I’avant- dernlere megahte on a fait usage du grand crible sous la forme du Lemme [0l En
injectant cela dans et en utilisant f(0) = O(M) et KM = x, on obtient pour un certain
réel positif 4,

==

A(M,N,L,R) < z'7°

Cela démontre le Théoreme [Bl

3.7 Fin de la démonstration du Théoréme [1

Lorsque y n’est pas trop proche de x, la fonction caractéristique de I’ensemble S(z,y) est facile-
ment approchée par une combinaison linéaire de convolutions. Cette propriété de factorisation
découle du lemme suivant, cf. [ET96, lemme 3.2].

LEMME 7. Etant donné y > 2, Ny, Ny > 1, il existe pour tout n > yN; Ny avec Pt(n) <y une
unique factorisation n = ngning telle que

Ny < ng < NoP ™ (ng), PT(ny) <,
Ny <ng < NP~ (ny), PT(ny) < P~ (ny),
PT(ng) < P~ (ny).

PROPOSITION 2. Soit ¢ > 0. II existe des réels ¢,d > 0 tels que lorsque ay,ay € Z ~ {0},
(a1,a9) =1 et z,y € R avec (logz)® <y < z'/¢, on ait

1 _
> X —— Y welnmayr)| <0 (lal o] <af),  (3.35)
r<gd/5—4e r<n<2zx SO(T) r<n2x
(rajag)=1 PT(n)<y Pt (n)<y
n=ajay (mod r) (n,r)=1
1 _ -
oY 1= ¥ wmmasn)| <2 (] <2’ o] <a).
r<ab/11-5e r<n<2x (,0(7”) r<n<2x
(rajag)=1 Pt (n)<y Pt (n)<y
n=ajag (mod r) (n,r)=1
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On rappelle que we(k;7) est défini par (3.1)).

Proof. On montre dans un premier temps 'estimation (3.35). Soit € > 0 et ¢ > 1/e. On sup-
pose (logz)¢ <y < /¢ et on définit pour tout a (mod r), (a,r) =1,
Ef(n; a, ’I") =1y, (mod r) — 1/80(1")1(717,"):1(4)5(716; 7").
Pour tout R € R avec z4/? <RK 1‘3/5_4€, on pose
MO — x1/2+2€R71/67 LO — x1/275R71/27 NO — $7€R2/3‘
On a yMyNy < z, donc d’aprés le Lemme [7}

> | Y Emamn)

R<r<2R x<n<2z
(rajag)=1 P*(n)<y

— Z ’ Z Z Z E-(mnt;ayay, 7")‘

R<r<2R Lo<{t<LoP~ () Mg<m<MyP~ (m) r<mnl<2zx
(rajag)=1 Pt(0)<y Pt(m)<pP—(¢) PFTm)<P~(m)

Pour tous M, N, L tels que
My < M < yM,y/2, Ly < L <yLy/2, y 2Ny < N < Ny,
on considere la somme

A*(M,N,L,R) := Z Z Z Z E.(mnt;a1ay,1)x

R<r<2R | L<t<2L M<m<2M N<n<2N
(rajag)=1 (<LoP~(£) m<MoP~(m)
POy

X 12<mn£<211P+(n)<P* (m) ]-P+ (m)<P~ ()"

On a
[logy/log2] |logy/log2] [2logy/log2]

Z ’ Z Ea(nv al@ﬂa)l < Z Z Z A*(MOQi’NOZ_kaLO2jaR)'
R<r<2R z<n<2zx =0 7=0 k=0
(rajag)=1 P*t(n)y
On remarque que pour tout ¥ € R~ {0} et T >1ona
11 et |9 + 9]~
1 == —dt+ O(—— ). 3.37
V=079 T om 2mi /1/T<1;|<T t + ( T ) ( )

En effet, le membre de gauche vaut

1 o sin ()
= dt
2 + /0 Tt

et on a les inégalités

‘/1/T sin( 19t \19| ‘/‘X’ sin (¥ |cos(19T)\ n /‘X’ |cos(19t)|dt < 2
S 7|9 T r w2 ST

Dans I'expression définissant A*(M, N, L, R), on applique I'estimation (3.37) avec T' = 2 quatre
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fois, pour les parametres
¥ € {log(|2z] +1/2) —log(mnt), log(mnt) —log(|z] + 1/2),
P~ (m)+1/2 — P (n), P~ (0) +1/2— Pt (m)}.
On vérifie que pour chaque tel 9, on a max{|J|, [9| 7!} < y2x. On obtient donc

A*(M,N,L,R) = Z ‘ Z Z Z T(m,n,f,x)Ea(mnf;alch,r)‘

R<r<2R L</<2L M<m<2M N<n<2N
(rajag)=1 L<Lo P~ (£) m<MyP~(m)

PrO<y (3.38)
2 1 3
+O(M Z Z 73(n)|E:(n; aias, r )])

x R<r<2R n<2z

(rajag)=1
avec, en notant Z := [—x2, —z 2] U [z72, 2?],
(1 it _pdty 11 / it —qdt
T(m.n.t2) = (5 + 5 [ (120 + 172 im0 D) (5 + 5= [ mnt) (L) +1/27)

y (1 1 e(P—(m)+1/2)¢te_P+(n)¢tﬁ) (%JFL e(P_(€)+1/2)ite—P+(m)it@>’

2 " 2mi Jr t 27 J t

et ou 73(n) désigne le nombre de représentations de n en produits de 3 entiers. On a
Y. DL mM)E(naa, )| < Rt Y m(n)r(lagn—ai|)+(log R)z* ) m(n) < x5

R<r<2R n<2x n<2z n<2x
(rajag)=1 agn#aq

On développe le terme T'(m,n, ¢, z). Dans le but de simplifier la forme de 1’expression obtenue,
on note K :=in/(8logx) de sorte que

1 1 Kdt

27 2mi ot
On obtient

T(m,n,l,x) = /// K%a J)/\()(J)M
27T titatsty

pour certains nombres complexes 047(71), ﬁf ), /\( ) ( ) de modules 1, pouvant dépendre des t;, et

certains entiers positifs ou nuls e;. En 1nJectant cela dans 'expression (3.38]), on obtient

dtldtgdtgdt4 )
A*(M,N,L,R) / / / / . 3
( ) < Z 74 |titatsts] i

Ll Y Y Y Y o0t o)

R<r<2R  L<t<2L M<m<2M N<n<2N
(ra1a9)=1 (<LoP~(£) m<MyP~(m)

POy
Par construction de My, Ny, Lo, les conditions (3.2)) sont satisfaites vis-a-vis de M, N, L, R, il
existe donc 0 > 0 tel que pour tout j € {0,...,15} et uniformément lorsque (¢y,...,t,) € Z%,

on ait

Z ’ Z Z Z a8 A ])E (mnt; a1az,r )‘ < ¢i79,

R<r<2R L<l<2L M<m<2M N<n<2N
(ratag)=1 €<LoP~ () m<MP~(m)
POy
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On obtient A*(M, N, L, R) < (logz)*x'~?, puis

Z ’ Z Ea(n;alaj,r)’<< (log y)?(log z)*a' 9.

R<r<2R x<n<2z
(raja9)=1 Pt(n)y

En sommant pour R = 23/5-4277 j € {1,...,[(1/10 — 3¢)logx/log 2| 4 1}, on obtient

Z ‘ Z E-(n; aiay, r)‘ < (logy)3(logm)5x1_5 < 2170/2.
p1/2—ecpggB/5—4e  T<n<2
(rajag)=1 Pt (n)<y

I1 découle par ailleurs du Lemme [5] que

S | S Bemn| <

r<el/2—e z<n<2z
(rajag)=1 PT(n)<y

quitte a diminer la valeur de § et augmenter celle de c. Ceci prouve la Proposition
L’estimation (3.36) se montre par une méthode similaire, pour les choix des parameétres
suivants :
.’174/9 g R < ‘,1:6/11756, MO — $1/3+28R2/9, LO = R2/3x767 NO = x2/37€R78/9.

O

Démonstration du Théoréme[ll. Soit € > 0 et ¢, § les réels donnés par la Proposition 2] Soient z,y
des réels tels que (logz)® < y < z!/¢. On suppose dans un premier temps max{|a;|, |as|} < 2°.
Avec I := |3clogx/log2], on a

Z ’ Z Es(n;a1612,7“)‘<§ Z ‘ Z Eg(n;alaj,r)‘

r<a3/5-6c neS(x,y) =0 pggd/5=6e p27 " langa2™?
(r,aqag)=1 (r,a1a9)=1 Pt(n)y

+ Y Y Emamn)|

r<x3/5—65 n<1.271
(rajag9)=1 Pt (n)<y

On vérifie que I'on a 23/576¢ < (2271)3/5=4¢ | ce qui assure que 'estimation (3.35) de la Proposi-
tion [2| s’applique a chaque sommant de la somme sur ¢. Par ailleurs,

S | Y Emamn)| <50 Y ran—ah+ et logR) Y 1<al
r<ad/5-6¢  n<a2! n<z2~1 n<a2~1
(rajag)=1 P*+(n)<y agn#aq
On obtient donc pour deux réels strictement positifs ¢, §, lorsque (logz)¢ < y < z/¢,
Z ‘ Z E.(n;a ag, r)‘ < (log )zt =0 4 o178/ « g1 79/2 (3.39)
r<a3/5-6¢  neS(x,y)
(rajag)=1

quitte & réduire la valeur de d. En écrivant pour tout a (mod ¢) avec (a,q) =1 :

1
E(%?JSG;Q) - Z Es(n;a7Q) + ﬁ Z Z X(?’L)X(G),
nes(z,y) P neS(z,y) x primitif
(n,q)=1 (n,q)=1 1<cond(x)<z*®
cond(x)|q
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on obtient I'inégalité suivante, ot la variable ¢ joue le role de la variable r de la majoration (3.39)),

> |B@ g e, )

q<aB/5—6¢
(g,a1a2)=1
< X ‘ > Be(maa, Q)‘ + ) ( )’ > > x(naﬁaﬂ‘
q<z3/5=6¢  neS(zy) q<z3/5—6¢ i neS(z,y) X prlmltlf
(g,a1a2)=1 (g,a1a9)=1 (n,q)=1 1<cond(x)<z
cond(x)|q
_ 1
< Y Y Bmamaolt ¥ s Y [ Y x)
q<a’/5-6  neS(z,y) q<a’/5—0e w\q x (mod q) neS(z,y)
(g.a1a)=1 X#X0

cond(x)<z*
Le Lemme [5] implique

1 _ _ _
> ) > ’ > x(n ’ < U(z ,y){H(U) *(logz) ™ +y 5}
q<a3/5—6¢ Pl x (mod q) neS(z,y)
XFX0
cond(x)<z*
pour tout A > 0 (la constante étant effective si A < 1), quitte & diminuer la valeur de ¢ et
augmenter celle de ¢. L'inégalité z'~%/2 < W(z, )y %/* permet de conclure : lorsque (log z)® <
y < z/¢ ona

> B,y 0173, q) <4 W, y){ Hw) " (logz) ™ +y /4.
q<ad/5—6e

(g;a1a9)=1

1—¢ 1

Lorsque |a;| < z'7¢ et |ag| < 2°, on montre par une méthode identique, mais en utilisant
Pestimation (3.36]) de la Proposition [2, que

Y |B(zya183,9) <4 \Il(a:,y){H(u)*‘s(log z)A +y75/4}_

g<ab/11-Te

(g:a1a2)=1

O]

Démonstration du Corollaire[l. Soient e fixé et c¢,d les constantes données par le Théoréme
On suppose sans perte de généralité que e < 1/5. On pose

1
A= 1+ H(u) " ?(logz) 2 4y~ J:= Lg)ggz X 1—5+5J’

et zj :== 2A~J pour j € N. Ce choix implique A7 < 2¢/(+9) Lorsque z € (25, zj+1], y <z
t (a,q) =1, 0n a

\IIQ(Zay)
v(q)

\IJQ(Za y)

< E(z,y;¢,a) < ¥(zj,y;9,a) —
! ©(q)

U(zj41,Y5¢,a) —

ce qui implique

Uq(z5,y) — Ya(zj41,Y)
maX!E(z y;q,a)| < ryag\E(zg,y,q, )\+r§1§5< () :
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Ainsi, lorsque 2 < y <z, Q < x et ay,as € Z ~ {0} tels que (aj,a9) =1, on a

Z m<aX ’E(Zay; qﬁal@ﬂ

S

<@
(g,a1a2)=1
Uy(zj,y) — V(2
cotogre S (0 IBGarnam) ¢ Xy 0 Tl
0<j<J \ <@ <@ 77" v(q)
(g,a1a2)=1

_ 3/5— _ 6/11—
3/5-2¢ zJ/ € 6/11-2¢ zJ/ €

Puisque x et x , le Théoreme |1| fournit la majoration

\E(2j,y5 ¢, a1a3)| < U(z,y){H(u)"’(logz) ™ +y°}
>

q<Q
(g,a1a9)=1

lorsque 0 < j < J, sous les conditions

Q = x3/57267 max{|a1\, |CL2‘} < .%'5/2, ou

3.40
Q= a1 oy < a1 Jay) < a2 (340

(loga)° <y <2y/° et {

D’autre part, on a
J < (log o) {H(w)*(log2)? + 42}, z; < a3,
et cela montre que, toujours sous les conditions ([3.40)),

SN B yiq.a@)| < W, y){H(u) " (logz) "2 + (log )y 0/}
<O 055<J
(g,a1a9)=1

Le theorem 4 de [HiI85] et le point (i) du Lemme 1] (avec d = A7(1 — A™H)~1) impliquent
Wa(zj,y) = Yalzj41,) < U(z5,y) = U(z1,) < (z(1 = AT, y) < {AT(A = 1)} ¥(a,y),

ou on rappelle que o = «(z,y) est défini en (1.6). On en déduit

max \IJQ(Zjvy) _ ‘IJ(I(Zj—i-hy) < \I/(IE, y){H(u)féa/Q(logx)an/2+l + (IOg $)y75a/2}‘
R v(q)

Quitte a supposer ¢ suffisamment grand pour avoir o > 2/3, on obtient pour tout A > 0 la
majoration

> max|B(z,y;q, )| < U(z,y){H(u)""*(loga)™/**! + (logx)y ™"/}

a<Q =
(g,a1a9)=1

sous les conditions ([3.40)). La condition y < z}/ “ est impliquée par y < /9 ; les valeurs de ¢
et A étant arbitraires, on obtient la conclusion souhaitée. O
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4. Application au probléme des diviseurs de Titchmarsh friable

Pour énoncer le résultat de cette section, on reprend quelques notations de [F'T90]. On définit

B 1 log p
AO'I;[<1+p(p_1))’ =7 Zl—l—p 1)’
B o ) e p*logp
o) =TT 1+p@_n) ) : };@—nu+p@—nr
_ Ao Zg (4.1)
M0 1= 2 0)+ 22 St —1[U%me

+oo
E@w%zwé_ plu—v)AMi(y") (i€ {0,1}).

PROPOSITION 3. (i) Il existe un réel ¢ > 0 tel que lorsque (logz)® < y < exp{,/log xlog, =},
on ait

T(z,y) = C(a)¥(z,y)logx{1 + 0(%)} (4.2)

(ii) Pour la méme constante c, il existe § > 0 tel que pour tous e > 0, A > 0 fixés, lorsque (x,y)
est dans le domaine (H.) et y < 2/, on ait

T(xz,y) = To(z,y)logz + T1(x,y)
+ Oz, 4 (¥ (2, y){H(u)* (log z) " + exp{—(log y)*/°~°}}).
Démonstration que la Proposition[3 implique le Théoréme[d. Soit ¢ le réel donné par la Propo-

sition I Lorsque y > x'/¢, le théoréme 1 de [FT90] s’applique et entraine la validité de (T.8))
dans ce domaine.

Lorsque exp{,/Togzlog, 7} < y < /¢, le théoréme 2 de [FTI0] fournit

(4.3)

log(u + 1
Ty, y)log z + T (z,y) = W(x,y) loga {1 + O<gl(0gy)> s

Or (logz) 4479 < log(u+1)/logy, I'estimation (T.8) découle donc immédiatement du point (ii)
de la Proposition

Lorsque (logx)¢ < y < exp{y/logzlog,z}, on a 1/u < log(u + 1)/logy, le point (i) de la
Proposition [3| implique donc la validité de 1'estimation (|1.8]). O

Démonstration de la Proposition[3 On a pour tout z > 1 et m € N,

)=> 1+ > 1

rlm rlm
r<Z r<m/z

On a donc pour 2 < y < x, en intervertissant les sommations,

T(z,y):= Z T(n—1) Z Z 1+ Z Z 1

nes(z,y) r<zneS(z,y),n>1 r<(z—1)/z rz<n<z

n>1 n=1 (mod r) Pt(n)<y
n=1 (mod r)
= Uz, Lr)+ > {U(x,y L) — U(rz,y; 1)} + O(z2)
r<z r<z/z
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On choisit z = y/x. Le Corollaire [1| assure 1’existence de J, ¢ > 0 tels que pour tout A > 0

S [y 1) = )] < W) {H ) o)+ 577}
r<v/z

Z ’\II(T\/Ea Y; 1,7") - ﬁq]r
r</T

uniformément lorsque (logz)¢ <y < =z /e ce que lon suppose dorénavant. On a donc

(rv/,y)| < W(a,y){H(w) " (logx)~* +y*}

2V, W, (r _ _ _

T(oy) = Y0 22D VD) | () () osa) 7). (44)
oy e(r)

On note T (z,y) le terme principal du membre de droite.

On suppose dans un premier temps (logz)¢ < y < exp{y/logzlog,z}. Pour r < z, on
w(r) < /¥ quitte a supposer ¢ > 2. On note

- 11

pYlr
Py

Le point (ii) du Lemme |1| fournit pour tout r,

Ery(l —|—E7ny))}

\I/r(l‘,y) = \Ilry(x7y> = gry(a)\Il(;U,y){l + O( U

ou E,, vérifie

exp {4 log(w(m) + 2) }22;} - w(m)

(log u)? (logu)?
quitte & supposer ¢ suffisamment grand. On a alors

E, (1+FE 1 1 I
Z ol (r) ry) (1 )2 Z 1 22 Z ()<< Oizy 0)%:6 < log .
o o(r (logu) o o(r (logu) P r<ﬁ/pg0r ogu

Par ailleurs, le point (i) du Lemme [1| et une intégration par parties fournissent

\IJT(T\/Evy) z l‘_a/2 ﬁ z
2 ey e Y oy S ey

En(1+E,) <

Ainsi,

T(x,y) =2¥(z,y) > gZ((T(;) + O(¥(z,y)logy).
r<y/z

Une analyse classique, similaire par exemple a la démonstration du Lemme 3.1 de [E'T90], fournit
uniformément pour (logz)? <y < =

gry () I p—p! 1
> = 1-—) [] (1 + ——= ) log vz + O(1)
s o) p<y< p—1 )p>y( p(p—l))

= C(a)log vz + O(1)
On a donc T'(z,y) = C(a)¥(z,y)log z+0(¥(z,y)logy) et en injectant cela dans ([4.4]) on obtient
Pestimation (4.2)).
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On suppose maintenant (z,y) € (H.). Le point (iii) du Lemme [1| fournit
Ve (2,y) = Wy, (2,9) = Ay, (2,9) + O((z,y) exp{—(logy)**~*/*}(g,, (@) ),

on a donc en supposant e suffisamment petit,

Tlay) = 3 el =2l L oo, ) expl—(og ).
r</z

En utilisant la définition de A, (x,y), on obtient

T(JJ, y) = /Oo p(u - ’U)dW(y”; T, y) + O(\P(x7 y) GXp{—(IOg y)3/575})

—00

avec

1 1
Wit;z,y) = — 2 — .
(ry,m)=1 (ry,m)=1

Ona (ry,n) =1« (r, ny) =1, de sorte que le lemme 3.1 de [FT90] fournit pour ¢ < x
t .
W(tz,y) =~ nzqg ny){ logz + 2h(ny) + 24, — log (ﬁ)} + 0@V,

ou les quantités g(n), h(n), Ay et A; sont définies par (4.1]). Pour tout z € C avec |z| < 1, on
pose f.(n) := g(n)exp{zh(n)} qui est une fonction entieére de z. Pour tout n € N, on a

[f=(n |\H( M)exp((p_lfiligpfp_l))<<H(1+ L) = Ol(eo(m)+1) log((a(m) +2)).

On rappelle l'inégalité w(n) < log(n + 1)/logy(n + 2) (¢f. [Ten(7, théoreme 1.5.3]).

Soient F%y(s) et F.(s) les séries de Dirichlet associées respectivement aux fonctions mul-
tiplicatives n — fz(ny) et n — f.(n). Elles sont absolument convergentes pour PRe(s) > 1.
Avec k := 1+ 1/logz, une formule de Perron effective (par exemple [Ten07, corollaire I1.2.4])
fournit pour t < =,

1 [rtia? t*ds
Zfz a_ s FZ#/(S) +O(1)
n<t KT
1 [rie? t%ds
P = — FZ 1 .
S fn) = 5 / B o

n<t

On vérifie que 'on a uniformément pour o > 1,

Fey(s) = Fo(s) [T (1+ O(kﬁﬁ’ + %))

P>y p

Le théoréeme des nombres premiers fournit donc

Fey(s) = Fx(s){1+ O(?ﬂi_l)}

et on obtient pour 1 < ¢ < z 'estimation

Zfz(ny) _ ZfZ(n) +O(£ /x; Z | f2(n)] 1_(;1_T‘T| + 1).

n<t n<t Y

33



SARY DRAPPEAU

Lorsque t < y, les deux termes principaux sont égaux : le terme d’erreur est donc O(t(log x)3/y).
De méme que dans [F'T90], le cas z = 0 fournit directement

ogxr 3
fZgny tZg(n)+O(M) (t <), (4.5)

n<t n<t Y

tandis que les formules de Cauchy

1 dz
Sotmhtm) =5 f S rmG Yemhm=of S rm

n<t n<t n<t =1 <t
fournissent
(log )3
fzg ny)h Zg +O(220) (<), (4.6)
n<t n<t Yy
Enfin, par une intégration par parties a partir de la formule (4.5)), on a
log )4
- Zg ny) log Zg log )+ O<&> (t < x). (4.7)
n<t Yy
Les formules et (| fournissent pour ¢ < x
t —1/34¢ 4 -1
W(t;z,y) Zg {10g:c+2h(n)+2A1 — log <E>}+O(9: + (log z)*y ™)

n<t

= My(t)logz + M (t) + O(:z:fl/?’% + (log :c)4y71),

de sorte que I'on obtient

T(IE, y) = To(z,y)logz + Ty (x,y) + O(¥(z,y) exp{—(log y)3/5—a}>

puisque z~ /3¢ 4+ (log z)*y~! < exp{—(logy)?/°~¢}. En injectant cela dans (4.4]), on obtient le

point (ii) de la Proposition O
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