SOMMES FRIABLES D’EXPONENTIELLES ET APPLICATIONS
par

Sary Drappeau

Abstract. — An integer is said to be y-friable if its greatest prime factor is less than y. In this
paper, we obtain estimates for exponential sums over y-friable numbers up to « which are non-
trivial when y > exp{cy/logzloglogz}. As a consequence, we obtain an asymptotic formula
for the number of y-friable solutions to the equation a 4+ b = ¢ which is valid unconditionnally
under the same assumption. We use a contour integration argument based on the saddle point
method, as developped in the context of friable numbers by Hildebrand & Tenenbaum, and
used by Lagarias, Soundararajan and Harper to study exponential and character sums over
friable numbers.
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1. Introduction

Soit P(n) le plus grand facteur premier d’un entier n > 1, avec la convention P(1) = 1.
Un entier n > 1 est dit y-friable si P(n) <y. On note

S(z,y) = {n <z | P(n) <y}

I’ensemble des entiers y-friables inférieurs ou égaux a z. Le cardinal ¥(z,y) de cet ensemble
a fait I'objet d’abondantes études, les techniques variant suivant le domaine en x et y au-
quel on s’intéresse (cf. les articles de survol de Hildebrand & Tenenbaum [HT93] et Gran-
ville [Gra08| qui exposent de fagon exhaustive les travaux antérieurs). Le probléme qui nous
intéresse est ’étude des sommes d’exponentielles tronquées sur les friables

E(z,y;0) = Y e(nd)

neS(z,y)
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ot I'on note e(t) := e?7. Le comportement de F(x, ;1) differe selon le degré de proximité
de ¥ avec un rationnel de petit dénominateur. Pour tout entier ) > 3 et tout réel 9, il existe
au moins un rationnel a/q avec

(@0)=1, <@, ]ﬁ—;‘ !

< —.
qQ

On note ¢(¢, Q) le plus petit des dénominateurs g pour lesquels une fraction a/q vérifie cela;

dans ce cas a = a(¥, Q) est unique. Lorsque ¥ est irrationnel, on a

lim ¢(9,Q) = cc.
Q—o0
Une question intéressante est de déterminer dans quelle mesure la relation
(1.1) E(z,y;9) = o(¥(z,y))
est valable lorsque z et y tendent vers linfini, avec i irrationnel. Fouvry et Tenen-

baum [FT91, théoreme 10] montrent que la relation (1.1) a lieu pour tout § > 0 et ¢
irrationnel fixés lorsque z et y tendent vers l'infini en vérifiant

xé(logloglogaz)/loglogx < y < z.
La Breteche [dIB98, corollaires 4 et 5] montre la validité de (1.1) pour tout ¢ irrationnel
fixé lorsque x et y tendent vers I'infini en vérifiant
exp{c(log z log log :U)2/3} <y<uz
pour une certaine constante ¢ > 0. L’argument présenté ici permet d’étendre encore le
domaine de validité de (1.1). On définit le domaine
(D.) exp{c(logz) 2 loglog #} < y <

Théoréme 1.1. — Il existe une constante ¢ > 0 telle que la relation (1.1) soit valable pour
tout 9 irrationnel fixé lorsque x et y tendent vers l'infini en restant dans le domaine D..

Le Théoreme 1.1 découle d’une estimation asymptotique plus précise de la quan-
tité E(z,y;v). On définit
ui= (log )/ logy,

H(u) := eXp{logwu—i—l)Z} (u>1),

(s,y):= >, n*=]JC —p)7! (0 >0).
P(n)<y P<y
En remarquant que 1(; ;)(n) < (z/n)? pour tout o > 0, on obtient la majoration de Ran-
kin [Ran38],
U(z,y) < z7¢(0,y) 2<y<uz,0>0).
Le membre de droite est minimal lorsque 0 = a = a(z,y), la solution a

logp =logz
E o .
p<y? 1

Pour z et y suffisamment grands, on a 0 < o < 1, et plus précisément lorsque 2 <y < x,

log(1 1 loglog(1
(1.2) oz, y) = og(1 +y/logx) {1 ) ( og log( +y)>}’
logy logy
voir par exemple [HT86, theorem 2]. On a par ailleurs (c¢f. [HT86, lemma 2)),
(1.3) a=1+4+0(log(u+1)/logy).

La majoration de Rankin fournit en fait une majoration de bonne qualité de ¥(z,y) : elle n’est
qu’a un facteur O(log ) de l'ordre de grandeur exact, obtenu par Hildebrand et Tenenbaum
par la méthode du col (c¢f. [HT86, theorems 1, 2], formule (2.3) infra). Dans ce contexte, le
réel « joue le role du point-selle.
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On reprend les notations de La Breteche et Granville [dIBG12] pour la région sans zéro
des fonctions L de Dirichlet, et du zéro exceptionnel. Il existe une constante b > 0 telle que
pour tout @ > 2 et T' > 2, la fonction s — L(s, x) n’admette pas de zéro dans la région

. b

(1.4) {5—0+ZT€C|021 o7 etmgT}

pour tous les caracteéres xy de modules ¢ avec 1 < g < @Q sauf éventuellement pour des
caractéres tous associés a un méme caractere primitif y; de module noté ¢;. Si ce caractére
existe, il est quadratique et le zéro exceptionnel, noté 3, est unique, simple et réel; si pour
une méme valeur de ) et deux valeurs distinctes de T', un tel caractere existe, alors il s’agit
du méme et on dira que ce caractere est (Q-exceptionnel, tout en notant que pour des valeurs
de T suffisamment grandes en fonction de @), un tel caractere n’existe pas. Le « caractere de
module 1 » désigne ici le caractere trivial, et la fonction L associée est la fonction s — ((s).
On note x, le caracteére de module ¢;7 associé a x1, et on pose ¢ — v(q) la fonction indicatrice
des entiers multiples de ¢ si 3 existe, et la fonction nulle sinon. On garde dans toute la suite
la notation s = o + iT.

On désigne par <i>0(>\, s) la fonction définie pour o > 0 par

(1.5) bo(N, 5) = /01 (M),

En développant en série entiere le terme e(At) on obtient $g(), s) = > ons0(2imA)"/((n+s)n!),

et cela permet de prolonger s — ff)o(/\, s) en une fonction méromorphe sur C, qui possede
un pole simple en s = 0 de résidu 1, et lorsque A # 0, un pole simple en s = —n pour tout
entier n > 1, de résidu (2im )" /nl.

Enfin on note respectivement w(n) et 7(n) le nombre de facteurs premiers et le nombre
de diviseurs d’un entier n > 1, et on pose

L :=exp+/logz,

(1.6) Ty =T (z,y) := min{y, L}, Ty =Th(z,y) := min{yl/logloglogx,ﬁ}.

Théoréme 1.2. — Il existe des constantes c1 et co positives et une fonction W(x,y;q,n)
telles que pour tout (x,y) dans le domaine
(1.7) (log z)¢' <y < exp{(logz)/(loglog )*},

pour tout 9 € R avec 9 = a/q+n ot (a,q) =1, ¢ < T5* et |n| < Ty /x on ait

aql—a

Bz.y:0) = [T = p" ) ®0(nz, )T (2,y) + v(g)x1(a)W (2, y; ¢, )
(1.8) plg
o (LU etey) togaP st i)? , ¥
e(q)(1 + [n|z)e u Ty

ot x1 est l'éventuel caractére Ty?-exceptionnel, et avec, dans le cas v(q) # 0,

220/ [ (q/qn) W (2,y) 29D Jgr(q)qn)' W ()
@(q) (1 + |n|x)2x =P H (u)e P(q)Ty?

I1 est possible d’obtenir une estimation plus précise de E(x,y;?), mais valable sous des
conditions plus restrictives sur g et 7. Il convient d’introduire quelques définitions supplé-
mentaires : suivant De Bruijn [DB51] et Saias [Sai89], on définit

_ e 2 ptu—v)d([y*]/y") stz € RAN
Aa,y) = {A(ZL‘ +0,9) sizeN

(1.9) Wz, y;q,m) <



4 SARY DRAPPEAU

ot u — p(u) est la fonction de Dickman, I'unique solution continue sur |0, co[ de ’équation
différentielle aux différences up’(u) + p(u — 1) = 0 (u > 1) satisfaisant p(u) =1 (u € [0, 1]).
Pour tout € > 0, dans le domaine (H.) défini par

(He) 3 < exp{(loglogz)®?T} <y <z
on a

(1.10) U(z,y) = Mz, y){1 + 0. 1)}
ou ’on a posé pour tout £ > 0,

(1.11) Y- := exp{(logy)*/"~¢}

On pose également, de méme que dans [dIBG12],

A(t,y) 1 oo
At y) = logt)/1 —v)d(|y"]/y").
(t9) = 2 o [ ((omt)/logy — )Ly /)
On a I’égalité entre mesures

(1.12) dA(t,y) = At y)dt — td({t} /1)

Par ailleurs, la quantité \(¢,y) —y{t/y}/(tlogy) est dérivable par rapport a ¢ pour tout t > y.
On note N'(t,y) cette dérivée.

Théoréeme 1.3. — Sous les hypotheses du théoréme 1.2 et sous les conditions supplémen-
taires (x,y) € (He), ¢ < Ve et n| < V:/(qx) pour un certain € >0, on a

E(z,y;9) = V(z,y;4,n) + v(@)x1 (@)W (z, y; ¢, 1)

(1.13) 22D (z,y) ‘If(:v,y)>
+O€< Py, T

ot l’'on a posé

Tir g e S YRR S~ (1
(1.14) V(z,y;q,m) -—kzlq (@) %ﬂ ( n)A(k7y>

et la quantité W(x,y; q,n) vérifie encore (1.9).

Les estimations des Théorémes 1.2 et 1.3 ne sont valables que lorsque ¥ est proche d’un
rationnel a petit dénominateur, ce qui correspond aux arcs majeurs dans la terminologie
de la méthode du cercle. La différence entre les deux estimations provient d’un traitement
différent des termes principaux qui proviennent des caractéres principaux et exceptionnels,
cf. la Proposition 2.2 infra. Les valeurs complémentaires de 19 sont traitées a ’aide du résultat
suivant, déduit de [d1B98, corollaire 3].

Lemme A (|[d1B98], corollaire 3). — Lorsque les réels ¥,x, R vérifient ©,R > 2 et
q(9,[z/R]) > R, on a

E(z,y:9) < z(logz)*{1/R"* +1/L}.

Démonstration du Théoreme 1.1. — Soient ¢ et co les constantes données par le Théo-
réme 1.2 et supposons y*/10gloglogz > £ e sorte que T = T = £. On pose ¢ = q(¥, [z/L°2])
et 0 = a/q+navecn < 1/(q[x/L?2]);ona|n|z < L. Lorsque y > exp{(log x)/(loglog x)*},
les résultats de La Breteche [d1B98, théoréme 2] s’appliquent, on suppose donc sans perte
de généralité que y < exp{(logr)/(loglogz)*}. Lorsque ¢ > L, d’aprés le Lemme A on
a FE(zr,y;0) < /L% pour une constante cg > 0. Pour exp{cy/logxloglogz} < y avec ¢ suf-
fisamment grande, cela est o(¥(z,y)). Enfin, lorsque ¢ < £, I’estimation (1.8) est valable et
tous les termes du membre de droite sont o(¥(z,y)) quand ¢ — oo et & — 0o, en remarquant
que Do (nz, a) < 1. O
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La démonstration que 1'on propose des Théoremes 1.2 et 1.3 utilise une majoration
du type H(u)"%(logz) <s 1 pour tout & > 0 fixé, qui n’est pas valable lorsque y
est trop proche de x. Ceci explique la borne supérieure en y du domaine (1.7). La
borne inférieure exp{cy/logzloglogz} dans le domaine (D.) est expliquée par la condi-
tion max{q, |nz|} < Ty? dans le Théoréme 1.2, qui est due a 'utilisation de la région sans
zéros (1.4).

Le domaine en z et y dans lequel on peut majorer non trivialement E(x,y;1) pour ¢
irrationnel a une influence directe sur le domaine de validité de certains résultats qui sont
liés aux sommes d’exponentielles. On en cite deux; le premier est une généralisation d’un
théoreme de Daboussi [Dab75].

Théoréme 1.4. — Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute fonction'Y : [2,00[— R
croissante avec (Y (x),x) € D, toute fonction f : N — C multiplicative satisfaisant pour
tous x ety avec Y(x) <y <z,

Y ()] < Kp¥(z,y)
nes(z,y)
pour un certain réel Ky > 0 dépendant au plus de f, et tout ¥ irrationnel, lorsque x et y
tendent vers linfini avec Y (x) <y < x, on ait

S fn)e(nd) = og(K 2 W(z,y)).

nes(z,y)

Cela est une extension de [dIBTO05a, théoréeme 1.5]. Suivant Dupain, Hall et Tenen-
baum [DHT®82], on peut se poser la question de savoir pour quelle classe de fonctions
multiplicatives f et quelles suites d’ensembles finis d’entiers (En)n>1 la relation

> fmyemd) =o > 1£(n)])
neEN neEN
est valable pour tout ¥ irrationnel fixé lorsque N — oo. Le Théoreme 1.4 aborde le cas
particulier Exy = S(N,yn) avec Y(N) <yy < N.
La deuxieme application que I’on considere concerne le probleme du comptage des solutions
friables a I’équation a 4+ b = c. Posons

(1.15) N(z,y) := card{(a,b,c) € S(z,y)* | a + b = c}.

Lagarias et Soundararajan étudient cette quantité dans [LS12]. Leur travail, précisé par
lauteur [Dral2], implique en particulier qu’en supposant I’hypothése de Riemann généralisée
aux fonctions L de Dirichlet, on a

U(z,y)*

2z
lorsque (loglogz)/logy — 0. Dans [dIBG12], La Bretéche et Granville obtiennent in-
conditionnellement, & partir des estimations de E(z,y;?¥) démontrées dans [d1B98], que
la relation (1.16) est valable, pour tout ¢ > 0 fixé, lorsque z et y tendent vers l'infini
avec exp{(logz)?3*+¢} < y < x. Les estimations de E(z,y;1?) présentées ici permettent
d’étendre le domaine de validité de cette estimation.

(1.16) N(z,y) ~

Théoréme 1.5. — Il existe ¢ > 0 tel que lorsque (z,y) € D., on ait

U(z,y)° log(u + 1)
1.17 N = ——1+0|——F ) ¢.
(1.17) @) = =52 {10 ()
Remarque. — Le terme d’erreur dans l'estimation (1.17) est attendu comme optimal. On

peut, a la fagon de Saias [Sai89], obtenir un développement du membre de gauche selon les
puissances de (logy)~!.
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Dans [dIBG12], les auteurs étudient la densité sur les friables d’une suite générale satis-
faisant des hypothéses de crible. Cette application n’est pas développée ici mais les Théo-
remes 1.2 et 1.3 permettent d’étendre leur résultat a tout (x,y) € D, pour un certain ¢ > 0.

Remerciements. — Ce travail fut réalisé lors de la these de doctorat de 'auteur a 1’Uni-
versité Paris-Diderot. L’auteur adresse ses vifs remerciements a son directeur de these Régis
de la Breteche pour sa patience et ses nombreux conseils, et a Adam Harper ainsi qu’au
rapporteur anonyme pour des remarques qui ont aidé a améliorer ce manuscrit.

2. Estimation de E(z,y;9)

2.1. Méthode du col. — Soit a étudier la fonction sommatoire sur les entiers friables
d’une suite de nombres complexes de modules < 1

A(z,y) = Z Qn

neS(z,y)

lorsque = ¢ N, prolongée par A(z,y) := A(x — 0,y) + a,/2 lorsque x est un entier y-friable.
La série de Dirichlet associée

(2.1) F(s,y) := z apn”®

P(n)<y
converge absolument lorsque o > 0. En appliquant la formule de Perron, on écrit

1 [rfico ds
Az, y) = ﬂ/ﬁ_m F(s,y)z®—
ol k > 0 est fixé. La méthode du col consiste & modifier le chemin d’intégration pour faire en
sorte que la contribution principale a 'intégrale entiere vienne d’une petite partie du chemin
d’intégration, suffisamment petite pour pouvoir I’estimer par une formule de Taylor. Dans le
cas a, = 1, ou il s’agit essentiellement d’estimer ¥(x,y), on intégre sur la droite o = a. Le
point « est le minimum de la fonction o — x7((0,y) et sa dérivée seconde en ce point est
non nulle, le point 7 = 0 est donc un maximum local de la fonction 7 +— [x*T7¢(a + iT,y)|.
On définit

p“(log p)®
o9 = oa(x,y) = E - 5
p<y (p - 1)

qui est la valeur en « de la dérivée seconde de la fonction s +— log ((s,y). Lorsque 2 < y < z,
on a d’apres [HT86, theorem 2],

log 1 1
2.2 =1 1 14— <1 .
(2.2) oa(x,y) =logx 0gy< = ){ +O<log(1+u)+logy>}
Le résultat principal de [HT86] est l’estimation, uniforme pour 2 <y < z,
2°¢(a, y) { (1 logy)}
2.3 v =———=3d14+0|( - .

Par rapport aux précédents résultats sur ¥ (z,y), cette estimation a ’avantage, au prix d’'un
terme principal moins explicite, d’étre valide sans aucune contrainte sur x et y. L’estima-
tion (2.2) implique en particulier que pour tout (x,y) avec 2 <y < z, on a

(2.4) (o, y)z® < (logx)¥(x,y).

Un autre intérét de la méthode du col est qu’elle permet une étude uniforme du rap-
port W(z/d,y)/¥(x,y), ce qui est utile dans beaucoup d’applications. Cette question ainsi
que d’autres problémes associés sont étudiés en détail dans [dIBTO05b].
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Lemme B ([dIBTO05b], théoréme 2.4). — [ eziste deux constantes positives by et by et
une fonction b = b(x,y;d) satisfaisant by < b < by telles que pourlogx <y <z etl<d<x

on ait uniformément
bu
x t t2 U(z,y)
L\ =<1 — 1——
(5.0)={ +o<u)}< uz) 2

ot l'on a posé t = (logd)/logy.

Cela implique sous les mémes hypotheses la majoration
(255) V(z/d,y) < ¥Y(z,y)/d,

celle-ci étant valable pour tout d > 1.

2.2. Somme sur les caractéres, formule de Perron. — Pour tout caractere de Diri-
chlet x de module g, on définit la somme de Gauss 7(X) = 3 y(mod ¢) X(b)e(b/q). On a pour
tous x et y avec x >y > 2,9 € R et (a,q) € Z x N avec ¥ = a/q+ n,

1
2.6 E(z,y;0) = _ a)T(}X e(md m).
(2:6) (,y;9) (%)2 S0/ X(mg;q/d)x( ) (X)meSE(:c:/d,y)( m)x(m)
P(d)<y

Une fagon d’étudier E(x,y;?) est donc d’obtenir des estimations uniformes de la somme

(2.7) Uo(z,y5x,7) == Y e(ny)x(n).
nesS(z,y)

On rappelle que ®g(), s) et F(s,y) sont définis respectivement en (1.5) et (2.1).

Lemme 2.1. — Soit (ap)n>1 une suite de nombres complexes telle que l’abscisse de conver-
gence absolue de la série Zp(n)gy apn~*® soit strictement inférieure a 1/2. Lorsque x,y > 2,
neR, T >2 kel[l/2,1], c €0,1/2] et M > 0, et lorsque les inégalités suivantes sont
satisfaites :

Yo lanln™" < M((ky) et Yo lanl < MU(z,y)/T,
P(n)<y P(n)<y
[n—z|<z/VT

on a uniformément

~

1 k4T
Z ape(nn) = / F(s,y)z°®o(nzx, s)ds

(2.8) nes(z,y) 20 it
z"¢(k, y)
1o (M(logT)(l + mx\)Tc) |
Remarque. — En particulier, si ’on suppose que la suite (a,) est bornée, un théoreme de

Hildebrand sur le nombre des friables dans les petits intervalles [Hil85, theorem 4] ainsi que
la majoration (2.5) assurent que les hypotheses sur (ay),>1 sont satisfaites pour M absolu
et ¢ = a(z,y)/2. Lorsque (logz)® <y < z pour un certain K > 1 fixé, on a a(z,y) >k 1.

Le Lemme 2.1 découle du lemme suivant, qui est une généralisation d’un lemme classique
de Perron (cf. [Ten08, lemme 11.2.2]).

Lemme 2.2. — Pour tous réels x,k, T et X avec x >0, k € [1/2,1] et T > 2, on a

1 et . (log T) (1 + [A])x"
11 oo(z)e(Mz) — 7/ 2 do(\, 5)ds S Tlogal

; <
2im J—iT

On énonce pour cela un lemme qui fournit des informations sur la taille de ®g.
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Lemme 2.3. — Pour tous s € C et A € R avec 0 > 1/2, on a

5 1 1+ A
dor9) < min{ 2, Blioga v pyyga-e 4y, HEEIL
o o B
Démonstration. — On a trivialement i’o(/\, s) < 1/o. On a d’une part lorsque |A| > 1,
1 1 1 . T
/ e(A)t*Hdt = [G(M.)ts—l} —(s—1) / o) — 1oy,
0 20T A 0 0 2T\
-1 L I D e D
<A+ s 1\( — )

s e _
< Bliog@ + ap (a7 + 14

o

en séparant I'intégrale selon la position de ¢ par rapport a 1/|\|, et d’autre part, pour tout A,

! 1t 1t 1+ A
/ (M)t dt = [e()\t)] 1 / @imne)edt < LA
0 slo sJo sl
Le résultat suit en notant que |s|log(2 + |A|)/|A|” > 1 pour |A| < 1. O
Démonstration du lemme 2.2. — Le cas A = 0 étant démontré dans [Ten08, lemme 11.2.2],

on suppose A # 0. On rappelle que la fonction s +— i)o()\, s) est prolongeable en une fonction
méromorphe sur C ayant pour tout n > 0 un pole simple en s = —n, de résidu (2i7\)"/n!.
On suppose x < 1. Pour tout réel k > 0, en intégrant sur le rectangle de cotés

K+ k+iT, Kk +4T

on obtient grace aux majorations du Lemme 2.3,

SEA L+ Dz (1 —a*) T+ A" (1 +[A)a"
2. Po(A, s)d
(2:9) /,.»h—iT TR0, s)ds < T log x| k+k T log x|

en faisant tendre k£ vers l'infini. 5
Pour x > 1, d’apres la définition de ®y(\, s), on a

I:= 1 /:+iT 2P (), s)ds ! /01 </T (ta:)”d7‘> e(At) (t?ﬁdt

27 Jw—iT o _r

=— e(Ae®/T Jz)e™ /T qu

1 /Tlogx sin w

T J—o00

w/T

ayant posé xt = e*/*. Une intégration par parties permet d’écrire I = I; 4+ Is — I3 avec

1 Tlogz 1 _
I .= —/ 7csswe(>\ew/T/m)e”w/wa,

T J—oo w

1 — cos(T log x)
Iy = A)z"
2 7T logx ez,

1 Tlogz 1 — 2T\
Iy — 7/ cosw ( 1T ow/T 4 ;) e()\ew/T/x)emv/wa'

T J o w xT
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Des estimations élémentaires fournissent

™ Tlogzx w?

1 [Tlogz | — cosw
- e w/T kw/T
- [ I (e e e(Va)) du
B 1 x” logT |)\|>>
_e(/\/x)—ko(1+Tlogaz—i_T(l—i—(logaz)Q)+ T (1+ x ’
T(log z)z"

I < — 5
2 < 1+ (T'logx)?’

logT (1 N |)\|) N (logT)(1 4 |\)x
T Tlogx

I3 < 1[1700[(T10ga:).

Ainsi, lorsque z > 1, on a

KT .
e(\/z) — / 2 o(\, 5)ds

—iT

(2.10)

_0 < (log Tj)ﬂ(llogx\)\Dx”)

et lorsque z =1, on a

/HHT . (log T)(1 + |A|)

(2.11) $o(N, 5)ds < 1+

Lorsque T'|log z| > 1 Iestimation voulue découle de (2.9) et (2.10). Si e VT < & < e!/7
on a

1 k+iT .
—/ x5 Pg (A, 77/ <I>0)\f£+z7'd7'—|——/ 1)do(\, & + ir)dr
20 J it

<1+

< (14 |A])z"

grace a la majoration (2.11) et au Lemme 2.3. Cela implique

1 k+iT .
1y ef(@)eV/e) = 5= [ 2 Bo(r,s)ds| < (L4 [ADa"
’ 2ir Ju—ir

ce qui fournit Iestimation voulue pour T'|log z| < 1. O
Remarque. — Un traitement plus fin de I; permet d’obtenir dans le cas z =1,

A 1 et logT)(1 4+ |A

VNN P WA PR £ TLRAL
2 201 Ju—iT T

mais cela ne sera pas utilisé ici.

Démonstration du lemme 2.1. — Une application du Lemme 2.2 avec z remplacé par z/n
et A par nx permet d’écrire sous les hypotheses de ’énoncé,
1 K+iT .
Z ape(nn) = — F(s,y)z°®o(nx, s)ds
2m Jg—ir
neS(z,y)

|an|n="
+ O | (logT)(1 + |nz|)z" Z :
( pir, T T log(a/n)
De méme que dans [FT91, preuve du théoréme 4], on sépare la somme dans le terme d’erreur
selon la taille de |log(n/z)|. Les entiers n €]z —x/v/T,x +x/v/T| contribuent d’une quantité

< (log T)(1 + |nzl) > |an]
P(n)<y
x—m/ﬁ<n§x+m/ﬁ



10 SARY DRAPPEAU

qui est de l'ordre du terme d’erreur annoncé grace aux hypotheses sur (a,) ainsi que la
majoration ¥(z,y) < 2"¢(k,vy). La contribution des entiers n ¢]z — /T, 2 4 x/v/T] est
xlﬂ?
< (logT)(1 + |nx an|n™"
(log T')( |77|)\/TPZ |an|

(n)<y

qui est a nouveau de l'ordre du terme d’erreur annoncé. O

On montre enfin le résultat suivant, qui assure que dans le cadre des Propositions 2.3
et 2.5 infra, les hypotheses du Lemme 2.1 sont vérifiées avec k = a.

Lemme 2.4. — Soient ¢ > 1 un entier y-friable, et g1 un diviseur de q. Soit x1 un caractére
primitif modulo q1 et pour tout r > 1, x, le caractére modulo qir associé a x1. On note r1 :=
q/q1 et on pose pour tout n > 1,

T(xa)p ((an)) X1 (vffn)) X o <<T3">)

ela)e (5255)

ap =

Alors lorsque k € [1/2,1], 2 <y <z et 2 <T <z, on a uniformément

B 2w(a/a) Jar [ g\ "
Z |an\n K <<\/>1< ) C(K“7y)a

P(n)<y ©(q) q1
2“~’((1/(11)\/q;1 q 11—« \I/(l',y)
Z lan| < ﬁ — Tarz
P(n)<y P\ a1
|n—z|<z/VT
Démonstration. — On a, en écrivant (n,r1) = r1/d et n = mry/d,
—K 2 K
> agln™" = \{(Tl) (q> 3 1 ((Cg)d S m
P(n)<y la A/ g A plmyey
(d,q1)=1 (m,q1d)=1
@ (q\ " e pf—1
= \(F) () Croy) [T =27 ] (1+ _1>
A A q play pla/a p
PJfQ1
11—k
S @ (q) C(K;,y)zw(Q/QI)_
o(q) \¢1

Par ailleurs, avec les mémes notations, on a

Z ’an| — \/CJT1 :UZ(d) Z 1

P(n)<y ela) G ed par,
|n—z|<z/vVT (dyq1)=1 |mry Jd—z|<z /T
(m1q1 d):1

Vi e (d) (U(@d(1+1/VT)/r1,y) = ©(wd(1 = 1/VT)/r1,y))

Va & xd/(r
<205 X g Ve WT).y)
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d’apres [Hil85, theorem 4]. La majoration (2 5) a lieu avec d remplacé par Ty /d et ainsi

d)d*
S ] < Y2 Ta/2 ( ) y D
P(n)<y d|7“
2_1|<1/VT (dyq1)=
\F Y(z,y) (¢ L4
o(q)T? \q p—1
p\q/ql
-«
\F\Ij z,y) (q) w(q/q1)
Q)T*? \q
qui est bien la majoration voulue. O

2.3. Estimation de L(s, x;y) dans la bande critique. — Une application du Lemme 2.1
fournit lorsque z ¢ N

1 K+1i00

(2.12) oz, 45X, 7) = L(s,x;y)#*®o (v, s)ds

21 Jk—ico
ou l’intégrale converge en valeur principale. Le lemme suivant, repris pour l’essentiel
de [Har12b, Lemma 1], fournit un contréle sur les variations de L(s,x;y). La qualité de
cette estimation est étroitement liée a notre connaissance d’une région sans zéro pour L(s, x).

Dans cette section et les suivantes, c¢; et co désignent toujours des constantes absolues
positives, ¢; étant choisie typiquement grande et co typiquement petite.

Lemme 2.5. — 1l existe des constantes c1,co > 0 telles que lorsque x est un caractére
primitif de module ¢ > 1, € €]0,1/2], H > 4 et lorsque la fonction L(s,x) n’a pas de zéro
dans la région

(2.13) {seC|o€0,e]U[l—e,1],7 € [-H, H]},

alors pour tout y > (qH)®" et tout s € C avec o € [0,1] et |7| < H/2, on ait
A(n)x(n) y' T =Ly e, log®(qyH) 1
ARPAR) _ o (V=2 ymeee f 08 YRy oqH) 4+ - .

(2.14) n% " O\ {y +— }+ og(aH) + -

Si x est réel et si L(s,x) a dans la région (2.13) un unique zéro [3, qui est réel, alors

A Fms 1 1=o 1 log?(qyH 1
(215) Y (njlf(n):—yﬁ_s +O<y1_a {yee 4 2B gy )}—i—log(qH)—i-E).

Enfin, si la fonction ¢ n’a pas de zéro dans la région (2.13) et y > H®, alors

n<y

A(n) _y'™ -1 Y"1y e log’(yH) 1
— O J - c2¢€ o \J7 7 l H - ,
Démonstration. — L’estimation (2.14) découle d’un cas particulier de [Har12b, Lemma 1].

L’estimation (2.16) est & rapprocher de [HT86, Lemma 8|. Les cas complémentaires n’ap-
portent pas de difficulté essentielle. Par souci de complétude on en reprend ici la démonstra-
tion, qui suit celle de Harper [Har12b, Lemma 1]. Afin d’unifier les calculs dans les différents
cas, on se donne y un caractére primitif de module ¢ > 1 qui peut étre le caractere trivial,
et suivant les cas :

— lorsque x = 1, on note 0(x) := —1 et fy :=1,

— sinon, si L(s, x) ne s’annule pas dans la région (2.13), on pose 6(x) := 0,

— enfin, si x est réel et si L(s,x) s’annule une seule fois dans la région (2.13) en s = 3,

on pose 0(x) :=1et f, :=f.
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La quantité 3, n’interviendra pas dans les calculs lorsque 6(x) = 0. On note

So(y) =Y A(n)x(n)n".

n<y

La majoration triviale Ss(y) < ylij(;l montre que 'on peut supposer € > 1/logy. D’autre

part, sans perte de généralité on suppose que s n’est pas un zéro de L(s, x) et est différent
de 0.

On note F(s,x) := L(s,x)(s — BX)_Q(X) et on rappelle les faits suivants, énoncés
dans [DMOO, chapitres 15 et 16] :

— F est une fonction entiere de s dont les seuls zéros sont d’une part les zéros triviaux, qui
sont des entiers négatifs ou nuls, et les zéros non triviaux, de parties réelles dans [0, 1],
— le nombre de zéros p = § + iy de F avec B € [0,1] et |y| < T vaut
T qT T
—log () — — + O(log(¢T)),
s 27 T

Enfin, si x est non trivial et x(—1) = 1, on pose a(x) = 1, et a(x) = 0 dans tous les
autres cas. Ainsi, a(x) = 1 si et seulement si L(0, x) = 0. Une formule de Perron [Ten08,
Corollaire I1.2.4] ainsi que des estimations classiques concernant la densité verticale des zéros
de L(s, x) (voir par exemple [DMOO, chapitres 17 et 19]) fournissent

ypfs y,Bst -1 yfs F
)= - — 000 —— - s,
Ss(y) Z,,: pyialiC) 5 + ()"~ = 7 (%)
(2.17) |9m(p)~7/<H/2
1701 2 H
) <y_a+y oi(qy )>

ou p dans la premiére somme désigne un zéro non trivial de F'(s, x). Puisque logy > 1 quitte
a supposer ¢; > 2, on a

y' 7 log*(ayH) _ y'=7 —1log*(ayH)
H l-0o H

qui est admissible.
On suppose dans un premier temps 1 — o < ¢/2. Alors

Bx—s _ 1 f—o F 101002 (quH
e1y s+ e T VT F ] gy e ),
/Bx - S = | — S’ F H
p=B+iy
lvI<H

On a

/

F/
7(8,)() < ‘F(l +€—|—i7‘,x)‘ + ¢ max

FY
F o<k<l+e (F) (R +m X)

En dérivant une formule explicite pour L'/L(s,x) (voir par exemple [DMOO, chapitre 12,
formule (17)]), on obtient

F\' 1
2.19 () ktiry) =3 —
( ) F ( ) Zp:(/i—i-w—p)2 mGZZ,mSO
L(m,x)=0

1
(k + i1 —m)?

ou, dans la premiere somme, p désigne un zéro non trivial de L(s, x), sauf éventuellement /.
On a k> 1, la seconde somme est donc O(1). Dans la premiére somme sur p = § + i,

— la contribution de ceux vérifiant |y| > H est

1 log(qH)
< Y REST
P

Iv[>H

grace par exemple & [DMOO, formules (1) des chapitre 15 et 16],
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— la contribution de ceux vérifiant |y| < H et |7 —~| > 1 est O(log(¢H)) grace & [DMOO,
formules (3) des chapitres 15 et 16],
— la contribution de ceux vérifiant |7 — | < 1 est

1 1 1 1 log(qH)
< - < —Re | K5
zp: Nl+e+ir—p|2 ~ e < Zp: 1+€—i—z7—p> -

ly—7I<1 ly—7I<1

en suivant les mémes calculs que Harper [Har12a, démonstration du lemma 3| et en
notant que dans le cas 6(x) #0,on a 1/(1 +¢e+it — fy) < 1/e.

On obtient donc F'/F(s,x) < e~ ! +1log(qH). Il reste & majorer la somme sur p du membre
de droite de (2.18). On utilise pour cela la majoration suivante, qui découle de [Hux74,
formule (1.1)] et [Jut77, formule (1.8)],

(220) card{p=B+iveC| [ [I Llox)=0,8>1-6<H} < (¢H)>

r<q x/(mod r)

pour une certaine constante cg > 0, uniformément pour § € [0,1/2]; ici x’ parcourt les
caractéres primitifs modulo r. On a ainsi

B—c 1/2—0 [1/(22)] 1—o—ke
S rEr AP sy = AP VD Ve
p=P+iy p=P+ivy k=1 p=P+iry
h<H B<1/2|y|<H ke<1-B<(k+1)e
lvl<H
1—o—cae

< y!/*77 log?(qH) + ¥ —
pour une certaine constante co > 0, quitte a supposer ¢; > c3. Le second terme est majoré
1—0o
par O(y*CQEyT;l) grace aux hypotheéses 1 — o < £/2 et elogy > 1, ce qui fournit la
majoration annoncée.
On considére maintenant le cas 1 — o > £/2. On a par une intégration par parties

(221)  Su(y) = Se(vH) + Sir W)y~ Sir (VY T 0 /jﬂ Sir ()t 1dt.

Soit t € [\/y,yl; on at > (gH)“'/2. 11 est nécessaire de distinguer le cas 6(x) = 1 car
alors F'(1 — By, x) = 0. On note donc

1 sif(y) =1
" ::{ st 0(x)

0 sinon.

On suppose également sans perte de généralité que 7 # 0. Il découle de la formule (2.17)
avec s et y remplacés respectivement par it et t que

s TR Lt
- (t
)+ 000 5
8 —iT / 1—By—ir 2
(2.22) t t F - Px tlog”(qtH)
< — +lalx)— — =0nXx) - lpmi—F5— |+ 1+ ———
p=§riv lp—iT| o) iT F( ) 1— By —ir H
p#1—PBy

[v|I<H
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ot dans la somme sur p la condition p # 1—f, n’est a prendre en compte que lorsque 0(x) = 1.
D’apres [MV06, formules (10.27), (12.9) et Theorem 11.4], on a

t*i‘l’ F/ tl*,ﬁxfiT
_ I 1y —
000 =m0~ o
/ 1—it—By _ —iT __
L 1g—1 t x —1 t 1
< |—(1-— - lop—g————— —— | 4+ O(1 H
< |TA=imX) Tyl I L p +la(x)————| + Ollog(qH))

< log(qyH) + Vtlogt.

Enfin, pour tout p = 4147 zéro non trivial de F(s, x), sauf éventuellement 1 -, ona f§ > ¢,
ainsi

4B £1/4 £1/2 [1/(2¢)]
I R D M=t DS T DD DI
p=p+iy p=P+ir p=p+ir k=1 p=P+iy
PF#L=Bx ly|<H lvI<H lv|<H
ly|<H B<1/4 1/4<B<1/2 ke<1—B<(k+1)e

H)%\*
< Vilog2(qH) +t ((qt)> < e

en supposant ¢; > 2cs et quitte a réduire la valeur de co, et ol ’'on a de nouveau utilisé la
formule (2.20) ainsi que des résultats classiques sur la densité des zéros de L(s, x) [DMOO,
formules (1) des chapitres 15 et 16]. On a donc

th—ir 1 tlog?(quH
Sir(t) + 9()()/87. < t17%° 4 log(qyH) + %
 — T
et ainsi, en reportant dans (2.21),
5)(*5 -1
)
Ss(y) +0(x)—F——
)+ 6005
(Bx—=s)/2 _ 1 (1-0)/2 _ 1 l1—o—coe _ ,,(1—0—c2¢)/2
Yy Yy Yy Yy
0
< |60 By — s + 1—0 * 1—0—coe
1-0 _ ,,(1—0)/2 lo 2( H)
—o/2] . W y ) log”(qy
+y 7" log(qyH) + A—o)i

Dans le membre de droite, le premier terme est dominé par le deuxieme. Puisque de plus on
al—o>¢/2, donc1— 0o >logy, on obtient

5)(_5_1 1—0’_1 1—0_11 2 H

y —ege/2Y y og”(qyH)

S O(x)— coe/ 1 H

s(y) +0(x) 5= <V T T T 7 TlosleyH)

qui est la majoration annoncée. O
Remarque. — Ainsi qu'il est observé dans la remarque qui suit le lemme 2 de [Har12b],

dans la démonstration qui précede, la majoration (2.20) en conjonction avec '’hypothese y >
(¢H)°, remplace avantageusement les résultats classiques sur la densité verticale des zéros
des fonctions L [DMOO, chapitres 17 et 19]. L’utilisation de ceux-ci induirait un facteur
supplémentaire log? (qyH) dans le premier terme d’erreur de chacune des estimations (2.14),
(2.15) et (2.16) et rendrait celles-ci triviales lorsque £ = O((loglog qyH)/logy). Des valeurs
permises pour € dépendent le choix des parametres € et T' dans les Propositions 2.1, 2.3 et 2.5
infra, qui influent sur le domaine de validité en @) ainsi que la qualité des termes d’erreur.

Lemme 2.6. — Il existe des constantes c1,ca > 0 positives, ca pouvant étre fizée arbitraire-
ment petite, telles que pour tous réels x,y, T supérieurs a 4, € > 0 et tout entier ¢ > 2, sous
les conditions :

— (logz)® <y <u,

—qT <y,
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~ clogy > 1/c,
= T > y=*(logz)?,
et pour tout caractére x de module q tel que la fonction L(s, x) ne s’annule pas pour o > 1—¢
et |t] < 2T, la majoration
L(o + i, x;y)
L(o’' +i1,x;y)

< lo'=9)/2
soit valable lorsque (o,0”,|7]) € [ — c2e,0]? x [0,T] et 0 < 0.

En particulier, cette majoration est valable avec € = b/log QT pour tout QQ > 2 wvéri-
fiant QT < y©2, lorsque x est un caractére de module ¢ < Q) qui nest pas Q-exceptionnel.
De plus, elle est également valable lorsque x est Q-exceptionnel et l'une des deux conditions
suivantes est vérifiée :

|7| > max{1,y" 7} ou B <1—/ca/logQT.
D’autre part, sous les conditions :
— (logz)" <y <w,
— yer(los 7)™ loglog ) ™% (166 )2 < T < g2,
la majoration
((o +§T7y) < (0=0)/2
Cla+iT,y)
est valable lorsque (o,|7|) € [a — ca(log T)~2/3(loglog T)~'/3, a] x [y*~*, T].

Démonstration. — Afin d’unifier les calculs dans les différents cas, on se donne un carac-
tere x, qui est soit non principal et de module ¢ > 2, soit le caracteére trivial auquel cas I’'on
pose ¢ := 1, et on note suivant les cas :

—six=1,onpose By :=1,0" =aete= b(log T)~2/3(loglog T) /3,

— si x est un caractere Q-exceptionnel, on pose 3, := et € = b/ log QT.
Ainsi L(s, x) est une fonction qui n’a pas de zéro ni de pdle pour 0 > 1 —¢ et |7| < 27T,
sauf éventuellement en s = 3,. Dans le cas x = 1, ceci découle de la région sans zéro
de Vinogradov-Korobov [MV06, formule (6.24)] quitte a réduire la valeur de b. Quitte a
choisir ¢; suffisamment grande et ¢p suffisamment petite on a ¢’ > o > 1/2. On note x* le
caractere primitif associé a x et ¢* son module; on a pour tout s € C,

L(s,x;y) = [ (1 = x*(p)p™*)L(s, X*; v).
plg

Lorsque ¢ = 1 et x = 1, le produit sur p est vide, et dans les autres cas, sa dérivée logarith-
mique par rapport a s est < 3, (logp)/(1 —p~ Re(s)) <« log ¢ lorsque Re(s) > 1/2. On a
donc dans tous les cas

L(o + i1, x;y) /‘7' r ,
L(O'/ + Z"T, X; y) exp - L (K’ +T, X 7y) K+ (5 og Q)
avec, pour tout x € [0, 0],

L A * A *
L nn—l—zr n/{—&—rr
P(n)<y n<y

Le Lemme 2.5 s’applique avec H = 2T'. Lorsque x est non exceptionnel, le Lemme 2.5 fournit

An)x*(n) _ y'=r ===y =*log?(qyT)
- 1 T
néy e <7 + A= )T +log(qT)

1—a—c3e/2
y'omesel

e 4 log(qT
« S +log(dT)
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pour une certaine constante c3 > 0, quitte a supposer c¢; suffisamment grande et ¢y suffisam-
ment petite. Si x est exceptionnel ou y =1, on a

1—a—c3e/2 yﬂx—"@_” -1

S~ Ay

plt+iT 1— + log(qT) +

<y By — Kk —iT

Lorsque |7| > yPx=? le dernier terme du membre de droite est borné, tandis que lorsque x
est Q-exceptionnel et 3 < 1 — ,/c3/log QT, ce terme est O(y' =+~ vee/b /(1 — k)).
Ainsi dans tous les cas, quitte a réduire la valeur de ¢y, on a

A * 1—a—,/cze/b
Z (n)ﬁ (n) < Y + log(QT)
nh} 1T 1 —

n<y
e~ Veelogy/b | 710%0(53)) log x six#1
< Ly
(e*‘zz 0 (logy)1/? /(loglog y)'/* | 1013()(;25)) logz six=1

grace a [Ten08, formule (II1.5.74)]. Quitte & supposer ¢; suffisamment grande et co suffisam-
ment petite, on en déduit

> A <25t on)
P(n)<y

donc Lo +i7,x;y)/L(0' + it, x;y) = O(al7=7)/?). O

Le lemme suivant traite de la situation ou le zéro exceptionnel existe. La démonstration
est analogue a celle de [Ten90, lemme 1].

Lemme 2.7 — Il existe des constantes ci,cy strictement positives telles que pour tous
réels Q,T supérieurs a 2 et x et y assez grands avec :

— (logz)* <y <uw,

_ QT < ycg/(logloglogw)’

— T > 3/ 5@ (log )2,
si le zéro exceptionnel 8 existe et vérifie 1—F < /ca/log QT, alors pour tout T avec |7| < T'/2
on ait

Lia+ir+ 8 —1,x159) < ((a,y)H(u) ™.
Démonstration. — Quitte & choisir ¢; suffisamment grande, on suppose a > 2/3. Alors on a
Lia+im+8—1,x139) = C(a,p) exp{ 3 lo et 2
T —1,x13y) = , 1Y) ex ,
Xy Y = S\ T

1-8—it

=<m4»wp{_§:1—xmmp

o
p<y p

+ O(l)}
le logarithme étant pris en détermination principale. La somme sur p s’écrit

_ 1-5
(2.23) s Loalppcoslrlogn) _ g 4 g, 4 o)
Py P

ou S; représente la contribution des p < yp := (2QT)°* et Sy résulte d’une intégration par
parties :

I

1-— 1-8 1
Si=3 X1(p)p aCOS(T 0gp)
P<Yo P

)
Sy 1= S(y)  S(w) +/ S(z)dz
logy logyo Jy

o 2(log 2)?’
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oil S(z) = Z A(n) 1 — x1(n)n'=F cos(t log n)

n<z

nOé
La somme 57 est majorée comme suit :
1
(2.24) 51 K (QT)QQ”B’O‘) Z - < (log(u + 1))2u0102/1°gl°glogx = o(u/log(u + 1)?)
P<yo

lorsque u — oo, ot on a utilisé y'~* =< wlog(u + 1) [HT86, lemma 3]. Afin d’estimer la
quantité Sy, on applique le Lemme 2.5 deux fois avec ¢ = b/logQT, H = 2T, y (dans
I’énoncé de ce lemme) remplacé par z € [yo,y], et s € {a,a + S — 1}. On obtient pour une
certaine constante cg > 0

(2.25) s Al G S (zl_a —1 {amas 4 log*(@2T) b+ log(QT)>

= n 1-a e T
(2.26)
A(n)xi1(n) Zlme—im _q 2B 1 se log?(Q=T)
: =— 27" — 41 T)|.
gna“‘r*ﬁ*l l—a—ir +0 2—04—5{2 + T }—i—og(Q )

Quitte & choisir ¢; suffisament grande, dans les termes d’erreur, le deuxiéme terme log?(QzT) /T
est dominé par le premier z~¢. D’autre part, quitte a supposer co suffisament petite, on
al— [ <c3e/2, on en déduit

29— a— _
PO e 1

2—a—p0 — 1—«
Ainsi les estimations (2.25) et (2.26) fournissent, en intégrant de nouveau par parties les
termes principaux,

v R —a —a—1iT d
(2.27) 52:/ e{z7+2 ! Z—I—O(R),
Y0 log z

Ro—1 N y—csa/Q(yl—a _ 1) yO—CBE/Q(yé—a o 1) /y Z—CsE/Q(Zl—a o l)dz
Y

(1 —a)logy (1 —a)logyo o (1—a)z(logz)?
Dans le terme principal, le numérateur Re{z~% + 2=*~""} est positif ou nul, on a donc

Y R —a —a—itl g 1 -« l—a—ir l1-a
/ [4 {Z +z } z > Re Y " Y ' n O(yoi) .
%0 log =z logy l—a 1—a-—ir 11—«

On a yi /(1 — a) < uc/1o8lelos® ooy ainsi que

11—« l—a—it
Y Y log
R _ er
e{l—a + 1—04—2'7} > (log(u + 1))?

grace aux calculs de Hildebrand et Tenenbaum [HT86, Lemma 8], ce qui fournit

v R -« —a—1iT d
(2.28) / e{z7%+z }dz u
Y

> .
0 log z (log(u +1))?
D’autre part, on a d’aprés les hypothéses y~¢/2 < (log log J:)_C3b/(202). Ainsi, quitte a
réduire la valeur de co en fonction de c3, on a
—c3e/2 yl_a -1 < u
(1—a)logy — (loglogx)?

Par ailleurs, on a de méme que précédemment

11—«

Yo~ —1

0 < yhme e/ losloslog g0y 1),
(1—a)logyo — o
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En utilisant la majoration élémentaire

b —1dz a? b
/a (log z)? <<10ga+7+’y(logb)2 (0<yl<asd)
ainsi qu’une intégration par parties, on obtient
/\/?3 2708/ (Zlme 1) < yéfa -1 y-a)/2 _q N /\/?3 2 %dz < U
w 2(1—a)(logz)? ~ (1—a)logyo (1—a)logy Jy, logz log(u + 1)’

/y Z*C3E/2(zlfa _ 1)dZ _ _636/4{221(104)/2 -1 B ylfa -1 /y ZiadZ}
vi (1 —a)z(logz)? — (1-a)logy (1—a)logy J5 logz )

Le terme entre accolades est O(u) tandis qu’a supposer ¢y suffisamment petite en fonction
de c3, le facteur y—%¢/4 est O(1/(loglog x)?), d’ott I'on déduit

2.2 1+ —m—.
(2.29) < +(10glogx)3

En insérant les formules (2.27), (2.28), (2.29) et (2.24) dans la définition (2.23), on obtient
pour un certain é > 0

U
Lla+it+ 8 —1,x15y) < ((a, y) ex {—(5}
( B—1.x11y) < ((a,y)exp Tog(u 1 1))
qui est la majoration annoncée. O
2.4. Caractéres non principaux, non exceptionnels. — On s’intéresse au cas des

caracteéres non principaux et non associés a 1’éventuel caracteére exceptionnel xi. Soit x un
tel caractere, de module g. On rappelle que ¥y (z,y; x,7) est la fonction définie par (2.7).

Proposition 2.1. — Il existe des constantes ci et co strictement positives telles que pour
tous réels x,y,v,e et T avec 4 <T < y*2 et e > 0, lorsque q et un entier avec 2 < q < Yy
et x un caractére de module q, non principal et tel que la fonction L(s,x) ne s’annule pas
dans la région

{seClo>1—¢,r| <T}
et lorsque 2 < (logx)? <y <z, etz € [;1:2/3, x] on ait
o(2, 95 x57) < 2°C(, y) (1 + [v]2) ((log T)z ™2 +T72).

En particulier, pour tout Q avec 2 < Q < y°2, ceci est valable pour touts les caractéres de
module inférieurs a Q qui sont non principaux et non Q-exceptionnels, avece = b/log QT. De
plus la méme majoration est valable lorsque x est Q-exceptionnel mais f < 1—/ca/log QT.

Remarque. — Lorsque v = 0, ce résultat est un cas particulier de [Har12b, theorem 3].

Démonstration. — La condition sur (z,y) assure que les hypotheéses du Lemme 2.1 sont
vérifiées pour la suite a,, = e(nvy)x(n) avec M absolu. On a de plus a > 1/2 quitte a
supposer ¢; assez grande. Le choix k = a(x,y) fournit pour une certaine constante cz > 0

1 a+1T

o (2, y:X,7) L(s,x;9) 2" ®o (72, s)ds + O(2*¢(a, y)(1 + |7]2)T ™),

- % a—iT
On modifie le contour pour intégrer sur la ligne brisée passant par les points
a—1iT, o—cee—1iT, a—cge+1iT, a+1iT

ol ¢4 est une constante absolue choisie plus petite que la constante ca du Lemme 2.6. Soit
I; la contribution des deux segments horizontaux et I la contribution du segment vertical.
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Les Lemmes 2.3 et 2.6 s’appliquent ici dans tous les cas envisagés dans I’énoncé. On a ainsi

L < za((oz,y)(l—i_jlfyz)/064‘E <\/j> drk

(1+[vl2)

< Z&C(a,y) T ’

\/5 C4€
I < 2%(a,y)(1 + y]2)(logT) ()
< 2*¢(a,y)(1 + y]z) (log T)a~4/°,
On obtient la majoration annoncée en regroupant ces deux estimations. O

Dans la somme du membre de droite de (2.6), la contribution des caractéres principaux
s’écrit, apres interversion des sommes,

Vwwan:= 2 gy ™

et celle, lorsque v(q) = 1, des caractéres associés a y1 s’écrit x1(a)W (x,y;q,n) ou

oy ) pu(r)xa(r) o (ma .
Wiw ) = o(q1) T%I o(r) mes(gr/%y) ((hrn) xr(m).

On rappelle que 77 est défini en (1.6).

Proposition 2.2. — Il existe deux constantes positives c1 et co telles que pour tous réels x,
y et ¥ et tous entiers q,QQ > 1, lorsque (logz)® <y <z, ¢<y2, Q<Ti* etV =a/qg+n
avec (a,q) =1, on ait
E(z,y;9) = V(z,y;0,m) + v(g)xa (@)W (z,y; ¢,n)

+ O (¥(z,y)(1 + [nfz) (™ + Q™))

ou x1 désigne le caractére primitif QQ-exceptionnel.

(2.30)

Démonstration. — La preuve que ’on propose ici reprend la structure des calculs de la
section 3.3 de [Harl2b]. Les caractéres de modules inférieurs & @) sont traités grace a la
Proposition 2.1. Pour les caractéres de modules supérieurs, lorsque la fonction L a ses zéros
de petite partie réelle, la Proposition 2.1 permet encore de conclure. Cela ne concerne pas
tous les caractéres de modules supérieurs a (), mais la majoration de Huxley et Jutila (2.20)
permet de dire que les caractéres restants sont en proportion suffisament peu nombreux pour
que leur contribution, méme majorée trivialement, soit bien contrélée.

Soient ¢} et ¢, les constantes de la Proposition 2.1. On suppose ¢; > ¢ et ca < ¢. Il s’agit
de majorer

(2.31) " X(@)r(X)o(x/d, y; x, nd)
dzlngp(‘” d)x<m§q/d>x R

1

ou la somme Y’ porte sur les caractéres non principaux et non Q-exceptionnels. Lorsqu'un
tel caractere est lui-méme de module ¢/d < @, la Proposition 2.1 s’applique avec z = x/d et
vy=mnd, T =T et e =b/logQT et fournit

Wo(r/d, s X, 1d) <€ ¢ y)d = (1 -+ [nfe) (y™° + L7 + (loga)!/2~s/ 106



20 SARY DRAPPEAU

pour une certaine constante c¢g > 0. On sépare la somme sur d dans (2.31) selon si ¢/d < @
ou pas. La contribution des d|q avec d > q/Q est certainement

< U(x,y)(logz)(1+ [nfz) (= + L7 + (logz) 2™/ 18 Q)  §™ \/r(g/r) ™"
rlg, r<Q

<L U(z,y) A+ [nlx) (y=2 + L72)

en majorant trivialement la somme sur r par O(min{q,Q}3/ 2), quitte a réduire la valeur
de ¢y et augmenter la valeur de ¢; afin d’avoir @ > 2/3 et pour absorber le facteur log z. La
derniére inégalité fait usage de ’hypothese @ < T7?, quitte & supposer ca < 1.

Il reste a majorer la contribution a lexpression (2.31) des d|q avec d < ¢/Q, autrement
dit des caractéres de modules r|q avec @ < r < y“2. Soit y un tel caracteére et ¢ la constante
apparaissant en exposant dans la formule (2.20). On pose ¢3 = 2/c5 et ¢4 = 1/(10(c3 + 1)c}).
Quitte & diminuer la valeur de cg, on a r® < ycé. Lorsque L(s,x) ne s’annule pas pour o >
1—cqet|r| <r® onapour (logx)* <y <z et dlg la majoration

Wo(z/d,y; x,nd) < ©(x,y)(1+ [nlz)(z2%2 + (log z)r~?).
La contribution de tous ces caracteres a la somme 2.31 est donc
< U(z,y)(1+ |n|lz) (@~ + (logz)Q/?).

Pour tout r > 2, notons N, le nombre de caractéres de module 7 tel que la fonction L(s, x)
s’annule au moins une fois pour ¢ > 1 — ¢4 et |7| < r®. La majoration (2.20) four-
nit 3, cp N, < RY19 Pour un tel caractére, on a 7(X)/p(r) < r~/3. La majoration
triviale |¥(z/d,y;x,nd)| < ¥(zx,y) montre que la contribution de tous ces caractéres a la
somme (2.31) est

N, B B
<U(ry) Y. 5 < Uy @ +y )
Q<r<y©2 "

ce qui fournit la conclusion souhaitée.

O]

Remarque. — 11 est possible de montrer que cette estimation est valable pour ¢ < x|
¢f. [Harl2b, Lemma 2]. Cela n’a cependant pas d’utilité pour les applications que 'on
envisage ici.

2.5. Caracteéres principaux par la méthode du col. — On note pour tout s = o + 7
avec o > 0 et tout entier ¢ qui est y-friable

S.q: = Mn*S_ql_s 51 s
)= 3 ey~ gL 7))

Pour ¢ < 1, le facteur devant ((s,y) est < 2¥@q'=7/p(g). On montre une premiére
estimation de V' (z,y;¢,n) par la méthode du col. Par rapport a celle de la Proposition 2.4,
qui sera montrée dans la section suivante, elle a ’avantage d’étre valide sous des conditions
moins restrictives sur ¢ et 1, au détriment du terme d’erreur.

Proposition 2.3. — Il existe des constantes ¢y et co positives telles que pour tout (x,y)
avec (logz)® < y < exp{(logz)/(loglogx)*}, tout entier ¢ € S(z'/*,y) et tout n € R
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vérifiant |n|lz < z'/*, on ait
(2.32)
l—a
aq 1\ &
V(e yiq,m) = I (1= p"")o(nz, 0)¥(z,y)
vl@)
Lo (2 Wd (. y) (Iog 9)* log(2 + [nlr)®
p(@)(1+ [n|z) u
w 1—
+of? Vg Q\Ij(x’y)(l + [nlz) (y“:? +e—@(‘OgI>3/5<1°glogx>’”5) .
v(q)
Remarque. — En particulier, lorsque ||z < min{y/2, eCQ(log“”)Sm(loglogx)71/5/2}, on a
2w(q) -y 1 2(] 2 3
o) Vg < 000 (050 o8 + o))
p(q)(1 + |nf)
Démonstration de la Proposition 2.3. — Soit T un réel supérieur a 4. La série de Diri-

chlet ((s,q;y) est absolument convergente pour o > 0, donc les Lemmes 2.4 (avec ¢; = 1)

et 2.1 s’appliquent et fournissent

~

1 a+iT
V(z,y;q,m) = %/ . C(s,q;9)z° o (nz, 5)ds
a—1

2.34
(2.54) L o (200 W) (1 Irle) logrlosT
©(q) To/? ‘

On note € := c3(logT)~?/3(loglog T)~/3 pour un certain réel ¢z > 0 fixé plus petit que
la constante ca du Lemme 2.6, et on choisit T = min{y”,e(logx)3/5(1°glog’”)_l/5)}. Alors les

hypothéses du Lemme 2.6 sont satisfaites quitte a choisir ¢; assez grande et ¢y assez petite.
D’autre part, quitte & augmenter la valeur de c; et diminuer celle de co, on suppose que o —

coe > 1/2. On intégre suivant le chemin U!_,C;, ot

1. Cy est le segment (o — T, — e — T,

. Co est le segment [ — e —iT, o — e — iy
3. C3 est le chemin reliant le point o — & — iy!

courbe 7 =y 77,

4. C4 est le segment [a — iy’ =%, o + iy
5. C5 est le chemin reliant le point a + iy'™
courbe 7 = —y'=,

Cg est le segment [a — € + iy~ o — e + 4T,

7. Cy est le segment [aw — e + T, a + T .

[\

1—
oc—&—s]’
—ate au point a — iyl ™

1—oz]7

@ l—a+e

au point @ — e + 1y

e

en suivant la

en suivant la
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Cr
T+
Co
l—a+e +
Yy Cs
yl—a -
0 a—¢& Q
Cy
—ylmo T Cs
_ylfaJrs +
Cs
T T
C1
Pour j € {1,---,7} on note I; la contribution du chemin C; :

1 .
Ij = Ij(n) = 5— /Cj (s, q:y)x°Po(nz, s)ds.
La contribution du segment C7 est, grace aux Lemmes 2.6 et 2.3,

« Qw(Q) 1-0o 1 2w(q) lfa\I] 1 1
he [ B o ypar bl gy o ZO0 ) (¢ o) o
a—e  #(q) T 2(q) T

Sur le segment Cg on a |7| > y'~?. Le Lemme 2.6 est donc encore applicable et on a
290 g1 =W (z, y) (1 + |n|x) log T log x
©(q) e/ '

ow(q) ql —a+te

©(q)

Sur le segment Cs, le traitement est analogue. On a

Iy < 22 (e, y) (1 + [n|z) log T <

20-)((1) “ — - 1—0o T . 1—0 o, 1—c
Irs < / q"7|¢(o + iy, y)Po(nz, o + iy' )| (logy)zTy' 7 do.
SO(Q) a—e

Pour tout x € [0, €], on a pour un certain 6 > 0
((a—r+iy' ™", y) < ((a,y)H(u) ™
Do(nz, o — K+ iy ) <y log(2+ [nlx) /(1 + [nl)* "

ou la premiere inégalité est conséquence du Lemme 2.6 et de [HT86, lemma 8]. Ainsi on
obtient

w(q) ,1—a, .o 2(1—a) pe 2 k
I <<2 q ~“z*((a,y)(logz)(logy)y / (y Q(1+!n\ﬂf)> e
0

e(a)(1 + [n|z)*H (u)® x
24(@g! =W (z, y)
(1 + [nlz)*p(q) H (u)*/2
ot I'on a utilisé I'inégalité (log z)(logy)y*1 ) < H(u)%/? qui découle de nos hypothéses
sur (z,vy).

Sur le segment C4, le traitement est identique a celui des segments C3, C4 et C5 dans la
preuve de la proposition 3.5 de [Dral2]. On reprend ici les étapes principales. La contribution
des s vérifiant 1/logy < |7] < '~ est

W@ gl-aga ryi=® 2@ gl (z, y)

y . Y .
CE T gy e Bl infir < S

<
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ot I'on a utilisé les Lemmes 2.3 et [HT86, lemma 8. On pose Ty := u~/3(logy)~!. La
contribution a Iy des s vérifiant Ty < |7| < 1/logy est
290¢q'~*log(2 + [n]x) /1/1°gy 2¢9¢' = W(x,y) log(2 + |nlz)

P@A L me Jn, e < )

ou l'on a utilisé les calculs de la démontration du Lemma 11 de [HT86] pour évaluer 'in-
tégrale. Lorsque |7| < Tp, et quitte a changer la valeur de ¢; afin d’avoir @ > 1/2, on a
pour s = a + i7 l'estimation

<

log(2 + |A|)**!

(L+[A)>
Cela se montre par en intégrant par partie de fagon similaire aux calculs du Lemme 2.3.
Ainsi,

/01 e(At)(logt)Fts~1dt <, (k€{0,1,2}.)

1-s 11—«

sq -1\ & xs:aq _ a1 & . o
e H(l ) dolnws) = = E(l ") do(n2, )
i 240 g1~ (log q)?(log(2 + In\w))?’Tz)
A “)( (@) (1 + [nl)°

ou le coefficient A dépend au plus de z,y, q et i et vérifie

2¢0q' = log q(log(2 + [n]x))”
e(q)(1+ [nlz) '
Le reste des calculs sont identiques & ceux de [Dral2, proposition 3.5] : en reportant ce

développement dans l'intégrale puis en développant le terme complémentaire x°((s,y)/s de
la méme fagon que dans [HT86, lemma 11], on obtient finalement

04 T e b (e a) B zw<q>q1—w<x,y><1ogq>2<1og<2+|n|x>>3>
oty L1 (1=9"7 ol ’y”O(@(q)(mmx)a u |

AL

Iy =

Pour j € {1,2,3} on a I;(n) = Is_;j(—n) et on se ramene aux calculs précédents. L’estima-

tion voulue suit en regroupant toutes les contributions puisque ’on a toujours € log x > log T'.
O

2.6. Caractéres principaux par la transformée de Laplace. — Une autre fagon
d’évaluer V (z,y;q,n) consiste a utiliser une estimation de De Bruijn [DB51] précisée par
Saias [Sai89] et utilisée dans [dIBG12]. On rappelle la définition (1.11).

Proposition 2.4. — Pour tout ¢ > 0 fizé, lorsque (z,y) € (H:) avec y < /x, et ¢ € N
etne R avec ¢ < Y. et |n| < Ve/x, on a

~ QW(Q)\I/(xjy)>
V yq, =V y Y54, OE .
(z,y59,m) = V(z,y59,m) + ( -

Démonstration. — Cette proposition généralise des calculs faits dans [dIBG12, théo-
réme 4.2]. La différence vient du fait que lon calcule uniquement la contribution des
caracteres principaux, pour lesquels on dispose de la région sans zéro de ( de Vinogradov-

Korobov, plus étendue que la région de Siegel-Walfisz pour les fonctions L. Notons @ := x /).
Les mémes calculs que [dIBG12, lemme 3.2] montrent que

V(x,y;q,m) =ZM > e(mkn)

klg ¢(a) meS(@/ky)

I Ly 2% (a,y)
) et + 0. (F 50



24 SARY DRAPPEAU

ott I'on a utilisé I'estimation (2.5) et le fait que Y21 . Vs sous notre hypothése sur (z,y).
L’estimation (1.10) fournit, en intégrant par parties,

[ ettma{we/kn)y = [ etmpaiate/k,)}
Q Q

_ /; e(tn)d{O(¥(t/k, y) Yo}

V(z/k,y) V(x/k,y)
ye/Q < ys ‘

<L (14 |n|x)

Notant Vy(z,y) := > g, 1(q/k)k/p(q)A(x/k,y), on en déduit

229z, y))

V(,y:q.1) = /c; Attt )+ O ( #(0)Vee

En utilisant (1.12), on réécrit cela sous la forme

1(q z/k {t} 29U (z, )
(z,y;q,m 2(0) {/Q/k e(ktn)A(t,y dt+/ ktn)td( >}+O (gD(q)yzg> '

En intégrant par parties, on a d’une part

uq/k {t}y _ 2°@qy. _ 2°@(a,y)
20 /Q/k elbtmtd () < == <

et d’autre part, en utilisant [} e(vn)dv = E(t,t;1) + O(1),

x/k T z/k ,
/Q/k (kA (t, )t = B(7, Tskn)A(T.) _/Q/k B(t, t; k)N (£, y)dt + O (yu + U(Q/k, ).

Les hypothéses faites sur x et y assurent que yu)y < VU(z,y) et Y2¥~ 1 > Yy, le terme
d’erreur est donc O(¥(z,y)/(k)2:)). On a de plus la majoration

U(t,y)log(u+ 1)

2.35 N(t
(2.35) (ty) < =gy

(y<t<uz).

qui se déduit par différentiation de [dIBG12, formule (2.2)] en utilisant par exemple esti-
mation [d1B99, formule (30)]. Cela implique

Q/k
E(t, t;kn)N (t,y)dt < W(z/V.4,y) logz + Yia/(kVe),y)
1 I/yz-:/4

en séparant U'intégrale en z/). /4- Les hypotheses sur z et y impliquent alors que chacun de
ces termes est < U(x,y)/(kYa:). On a enfin

z/k
E(a/k, 2/ kp)A(z/k, y) — /1 Bt t: k)N (L, y)dt

x/(k n
(2.36) =Y kg - Y ({ é(/kw}_{ /y})

n<z/k logy y<n<z/k "

= > e(knn)A(n,y) + O(yu).

n<z/k
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De méme que précédemment, le terme d’erreur est O(V(x,y)/(kY2:)). On obtient donc

V(z,y;9,n) —kzmj 2(q) n;m/k (knm)A( ’y)+0< ©(q)V2e )

_ QW(Q)\IJ(x7y)>
- V y Y54, + O T /N~y
(z,939,m) < e

qui est l'estimation voulue, € pouvant étre pris arbitrairement petit.

O
2.7. Caracteéres exceptionnels. — Soit () un entier supérieur a 2. On se place dans le
cas de existence du zéro de Siegel. Soit ¢ < @Q avec v(q) =1 et P(q) < y. On définit
T(X1 pw(r)xi(r) (ar\®
LW (s,q;y) :== 0a) Z M <) L(s,xr;y)
pla) ey #r) q
1-s
q TX1 —
= <> (( )) IT (1= xa@p ) Lisxi59).
« v pla/a
pla1
Pour ¢ < 1, le facteur devant L(s, x1;y) est < (q¢/q1)' =72/ ) /g7 /(q).
Proposition 2.5. — Il existe des constantes c1 et cy positives telles que pour tout (z,y)

avec (logz)® < y < exp{(logz)/(loglogz)*}, tout Q < yc2/loglogloex 1oyt caractére x
de module ¢ < Q, qui est Q-exceptionnel, et tout n € R vérifiant |n|z < V4 la quan-
tité W(x,y;q,m) soit un grand O de

owla/ar) /ar W (z, l-a 1
(237) o ) (1) <(1%_7ﬂm)a+5_lx1_5}{@05-+<1-+\an>R<x,y¢9>>

ot R(z,y, Q) = y~c2/losloglosz | p=ca 4 (log 7)3/2p—c2/108Q,

Remarque. — La contrainte sur () n’est pas limitante dans les applications que I'on envi-
sage. L’approche adoptée dans [Sou08, Lemma 5.2], permet d’obtenir une majoration moins
forte mais qui est valable lorsque @) est de 'ordre d’une petite puissance de y. Cela n’est pas
étudié ici.

Démonstration. — On pose T := min{yc/108108logz £V of ¢ = ¢3/1log QT, ¢y étant choisie
suffisamment petite pour que les hypotheses du Lemme 2.7 vis-a-vis de T et () soient vérifiées,
et c3 étant choisie plus petite que la constante ca du Lemme 2.7. Lorsque 3 < 1—,/c2/1og QT,
la Proposition 2.1 s’applique et on obtient, de la méme fagon qu’a la Proposition 2.2,

) Yo (/7,95 Xq/(qur)> ™M)

W(z,y;q,m) =

) — A(a5) (G5
fa) 2 o ()

<L U(z,y)(1+ |njx) (y_c2 + L2 4+ (log x)g/Qx_”/logQ) Vi (q) h > 1)

gw(q/a1) l—a
<V“<q) (2, y)(1 + [n]a) R
v(q) ¢
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qui est de l'ordre de la majoration annoncée. On suppose maintenant 1 — 8 < /c3/log QT.
De méme qu’a la Proposition 2.3, par les Lemmes 2.4 et 2.1, on a

1 a+iT .
Wi(z,y;q,n) = / LW (s, q;y)x°®o(nz, s)ds

2T Ja—iT

gw(a/a) Var g\ log xlogT
Lo (1) (e T
< e(q) a1 (z.9) To/?

On déforme le contour pour suivre le chemin UZZICZ{ , ol

1. C] est le segment [a —iT,a+ f —1—¢—iT],

2. Chest lesegment [a +3—1—¢—iT,a+ B —1—¢c—iy'~ate]

3. C} est le chemin reliant le point o + 8 — 1 — & — iy! ~%¢ au point a + B — 1 — iy'~
suivant la courbe 7 = y#~7,

4. Cl est le segment [a 4+ — 1 — iy~ a+ B — 1 +iy'~9],

5. CL est le chemin reliant le point o + 8 — 1 + iy’ ™ au point a + 3 — 1 — & + iyl~o*e
suivant la courbe 7 = —y#~7,

6. Cf est le segment [a+ B —1—¢c+ iyl =" a+ B —1—¢ +iT),

7. CL est le segment [a+ 5 —1—¢e+iT,a+iT).

[e%

Pour j € {1,---,7}, on note I} la contribution du chemin C; :

1 v
! ! o .
I =I;(n) == % /C; LW (s,q;y)x*®o(nz, s)ds.

De la méme facon que dans la démonstration de la Proposition 2.3, on a

o 2w(q/q1) l1—0o (a—0)/2,.0

pe | I (1) Sl b,
atp-1-¢  ©(q) q T

2<(a/0) /gy ( q )1—“ U(z,y)(1 + |nlz) log

o(q) a T

<
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Sur le segment Cj, on a encore |7| > y#~7, d’olt par le Lemme 2.6,

T ow(q/q1) 2—a—f+e (B—1)/2—¢/2 .
I < / Vau (qu) (o y)w (1 +Inlz)
Yy 1

l1—a+te (p(q) T
Qw(q/th)\/(T1 ( q )1—06 U(z,y)(1+ |n|x)logxlogT
L ——— | — 4
©(q) qn xe/

quitte & supposer ¢y petite, afin d’avoir ¢/q; < zl/4,
Sur le chemin Cf, les Lemme 2.6 et 2.7 permettent d’écrire pour un certain ¢ > 0,

|L(c +i7,x1;y)| < |L(ac+ B — 1 +i7, x1;9) |z @TF-1=9)/2
< ((a,y)a TP 2 ()70,

En remarquant que €logg < 1, on obtient

a+p-1 gw(g/q1) 1-o 1 2(8=2) 10(2
IE/) < / \/QT (CI) C(a’y)x(a+ﬁfl+a)/2H(u)76( 0g y)y Og(g + |77|l‘) do
atp-1-c  #(q) @ (1+ |nfz)
2(41(‘1/%)\/(]71 <q> l—«a \II(IL‘, y)
ela)  \m (1 + [nla)otP=tal=F H (u)/2
ot I'on a utilisé Phypothese logy < (logz)/(loglogx)* sous la forme (logz)H (u)™" <, 1
pour tout n > 0.
Sur C) les calculs sont similaires : par le Lemme 2.7 on a

y' e gwla/q1) 2-a-p 1 log (2
< | Var (q) Clon ) H () 0o (L TDIBR + brla)
0 ©(q) ¢ (1 + [n|z)~
owla/aVar ;g\ 1~ (z,y)

©(q) (q1> (1+ Inla)o o= 1al=F H (u)*/2
ce qui est de l'ordre de grandeur souhaité.

Pour j € {1,2,3}, le caractére x; étant réel, la méme remarque qu’a la démonstration de
la Proposition 2.3 est valable : on a I3(n) = I3_;(—n) et les majorations qui concernent Ig_;
s’appliquent.

En regroupant les différentes contributions et en observant que

<

<

1 1  logxlogT
Te/2 + T + /8
quitte a réduire la valeur de co, on obtient la majoration annoncée.

<R

O]

2.8. Démonstration des Théorémes 1.2 et 1.3. — On pose @ = [T5?], en observant
que logz/log@ > log L lorsque co < 1. Quitte & supposer ¢; suffisamment grande et cy
suffisamment petite, z, y et () vérifient les hypotheses des Propositions 2.2, 2.3, et 2.5. Le
terme d’erreur provenant de l'estimation (2.30) est

< (1+ |n|z)¥(z,y) (y’CS/IOg loglogz | £*°’3) < U(x,y)Ty >

pour une certaine constante cz. Le terme d’erreur provenant de 'estimation (2.32) est

ow(a) gl—agy log q)2(log(2 3 -
q (z,9) ((qu) (log(2 + [nlz)) +(1+ |n|z) (y—c3 _|_e—c3(logx)3/5(logloga:) 1/5)>

©(q) (14 [n|z)>u
20 1= (z, ) (log ) (log(2 + []))? . ¥(z,y)
< 2@+ ) u T

Enfin, la quantité R intervenant dans (2.37) est < T, “?. Ceci implique 'estimation (1.8).
Si on suppose de plus que (z,y) € (He), ¢ < Ve et |n|z < V. /q pour un certain ¢ > 0, alors
en évaluant V' (z,y; q,n) par la Proposition 2.4 plutét que 2.3, on obtient I’estimation (1.13).
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3. En norme L2

On s’intéresse ici a I'obtention d’une majoration pour le deuxiéme moment de V (z,y;q,n)
et W(z,y;q,7n). Lorsque 2 <y <z, on a

1
| 1By )P0 = v(a,y).
0

Le lemme qui suit est une majoration de méme ordre de grandeur pour les normes L? sur les
arcs majeurs de V(zx,y; q,n) et W(z,y;q,n), qui sont les termes principaux apparaissant dans
Pestimation (2.30). Ces calculs sont analogues de ceux réalisés dans [dIBG12], section 5.2.

Proposition 3.1. — Lorsque 2 <y<z, Q>2et R<x, ona

1/ qQ) 2 11—« 5
> elq / V(x,y;:¢,n)*dn < R'™*(log 2)°¥(x, y)
= 1/(4Q)

1/(a@) 2 Q% l—a 5
> @(Q)V(Q)/ (W (z,y; q,n)dn < sR' " (log z)°V(z,y)
<R -1/(¢Q) o(q1)

On note que q1/¢(q1) < loglogq;.
Démonstration. — Soit q avec v(q) = 1. On note pour simplifier 71 := ¢/q1. On a

W(z,y;q,n) = Xl ZM Ea) > (m:ln) Xr(m)

r|r meS(zr/ri,y)

p () xa () x%(m)e(mr )
v (7) !

DD

90 ql) r'|r1 meS(xz/ry)

_r(a) SOy . (Ll xi () xz (%)
- .
) ST it e ()
Notons temporairement wy(n) = pu(ry/r")x1(r1/r")Xe, (07! )/ (r1/r"). La présence du
terme en X, /v annule wy(n) sauf si (n/r’,q/r') = 1 soit ' = (g,n). En particulier,

lorsque ' < (r1,n) on a w,/(n) = 0 et on obtient

Weyiam =" Y etnhwg, mn).

Pla1) 5w
On a donc
1/ (qQ)
=Y o / W (z,y:¢,m)|* dn
q<R 1/(‘1@
qilq
. 2w (m—n)
T(x1)? ( 5 2 2 sin ( Q
= 2 (r1,m) (n) + _ W(ry,n) (n)w(rl ,m) (m) :
90 q<‘R nes(z,y) QQ n,meS(z,y) m(m = n)
q1lq m#n

an a sinéQw(m—n)/(qQ))/(ﬂ(m—n)) < 1/(¢Q+|m—n|). La majoration w,(n) < 1/p(r1/r")
ournit donc

1

1 1 1 1
PESHRISIRTN FUSE

q<|R nES(w,y)w(m) q n<m<n+qQ(p((7«1 m))

q119

Le premier terme dans la parenthese intérieure est

1 7(r1)
0> X cmm ey

d‘Tl n< I<’ﬂ+l1Q 90

n+qQ<m<x (m —n)p (W

)
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Le second terme est

x

1 1 1 a 1 7(r1)
Sdzhgso(rl/d) Z ﬂ”/cl—?lgzgo(rl/d)[ﬂrw id—n ——dt < (logx) )’

n+qQ ez d
8 /<2 |71

En utilisant (2.5), on obtient donc, en utilisant \Il(x/d y) < r%fa\ll(:n y)/d (d<rp),

o(q)T(r1)

i ) - e ppt
q<R QO d|r1n€Sgcy
qilq djn

ol p(g)(r)?ri—®
< (1 g )QD(Q1)2\I]( 7y)rlg:R/ql @(Tl)Q

On a ¢(q1m1) < q1p(r1), la somme en 71 est donc < R'=%q (log R)* < R'=%q (log x)*, et
on obtient

"
e(q1)?

On remarque que 'on n’a fait aucune hypothese spécifique a x, et ¢; pour mener ce calcul.
Le cas g1 = 1, x, étant alors le caractere principal de module r, méne a la majoration

1/( qQ) 9 - 5
S o / V2, q,m)|” dy < R*(log 2)7¥(z, y)
q<R

I <

R (log z)* ¥z, y)

4. Application a un théoréme de Daboussi

Démonstration du Théoréme 1.4. — On suit la démonstration de [dIBT05a, théoréme 1.5].
Le lecteur peut s’y référer pour les détails. On ne reprend ici que les étapes intermédiaires.
Soit ¢ la constante donnée par le Théoreme 1.1 et Y : [2,00[— R une fonction croissante
telle que pour tout = > 2, on ait (x,Y (x)) € D.. Soit ¥ un irrationnel et f : N — C une
fonction multiplicative, on suppose

Yo P < Kp¥(zy) (Y(z) <y<a)
nes(z,y)

pour un certain réel Ky > 0 dépendant au plus de f. On suppose Y(z) < y < x; en
particulier @ > 3/4 pour z et y assez grands. On note E¢(z,y;9) 1= 3, cg(a,y) f(n)e(n?).
Les calculs faits dans [d1BT05a, formule (8.6)], qui découlent d’une forme duale de I'inégalité
de Turdn-Kubilius [dlBT05a, théoreme 1.2], montrent que pour tout z > 2,

PY > e )f(m)e(mp0)+0<m>

p<z meS(z/p,y) L(Z)
|f( )I<2

Ef(x,y;9

ou 'on a noté

L= Y 20 v L

p<z p* p<z p
|f(p)I<2 |f(p)I<2
On a également, d’aprés [Dab75, lemma 1], pour un certain réel zo = zo(f) > 2 et tout z >
20,
1
L(z)> > =>loglogz

p<z
|f(p)|<2
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grace a ’hypothese faite sur f. Toujours d’apres les calculs faits dans [dIBT05a], par une
inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

> fp)f(m)e(mp?)

p<z meS(z/p,y)

1f(p)] <2
(4.1) 1/2
<<\/Kf‘1’(w,y)< S Wy + Y IE(w/q,y;(p—Q)ﬁH) :
p<z p<q<z
F(p)<2 1) F@)l<2

Le Théoréme 1.1 dans le cas y < exp{(logz)/(loglog z)*}, et par exemple [dIBT05a, théo-
réme 1.5] dans le cas contraire impliquent que chaque terme de la seconde somme du membre
de droite est 0y 4(V(x/q,y)) lorsque x et y tendent vers I'infini en vérifiant Y (z) <y < .
Le nombre de termes est borné par une fonction de z, par l'estimation (2.5), le membre de
gauche de (4.1) est donc < /Kf¥(x,y)(v/L(2) 4+ 09,(1)) pour tout z > zy fixé, ainsi

Et(z,y;9) 1
lim su <
xy—>ocl? 1/ \I/ CC y L(Z)
<y<
et le résultat voulu suit en faisant tendre z vers 'infini. O

5. Application aux sommes friables d’entiers friables

On rappelle que N(z,y) a été défini en (1.15).

Démonstration du Théoréme 1.5. — On a pour tous z et y avec 2 <y < z,

1
N(z,y) :/0 E(z,y;9)*E(z,y; —9)dd.

Soit ¢ > 0 et (z,y) € D,. Lorsque y > exp{(log x)/(loglog x)*}, le résultat de La Bretéche et
Granville [dIBG12, théoréme 1.1] est valable, on suppose donc y < exp{(log z)/(loglog z)*}.
On note Q := [x/L?], R := [L?], et on suppose ¢ suffisamment grande et ¢z suffisamment
petite pour que les hypothéses des Propositions 2.2, 2.3 et 2.5 soient vérifiées pour z, y et R
(dans le role de Q). Lorsque ¥ vérifie ¢(¢,Q) > R, on a d’aprés le Lemme A,

E(z,y;9) < oL < U(x,y)L3/?

pour une certaine constante ¢z > 0, quitte & supposer ¢ > 2/c3. La contribution des o
vérifiant ¢(J, Q) > R est donc

D [ 5(aoyPar = LY sl

Ecg/Q [c3/2 xLcs/4

quitte & supposer ¢ > 4/cs. Lorsque ¢ = ¢(¢, Q) < R, on écrit ¥ = a/q+n avec |n| < 1/(¢Q).
On remarque que ¢(—v¢,Q) = q(¥,Q). La Proposition 2.1 assure 'existence de ¢4 > 0 telle
que

E(z,y;9) = V(z,y:¢,n) + v(@)x1(a)W(z, y; ¢, n) + O(¥(z, y)L7).
Grace a la Proposition 3.1, on a

1/(qQ)
504 Z Z/ V(w,y34,m) + v(@)xa (@)W (2, y;.4,m)| dn

q<R a=1 1/(QQ
(a,9)=1

=0 ((log log :U)2(log x)?’\Il(x,y)?L—@l) =0 <W>

xLea/?
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quitte & supposer ¢ > 2/cs. En notant que I'on a xi(a)? = 1 lorsque (a,q) = 1, et

que 3>, g)=1 X1(a) = 0, on obtient pour un certain réel c5 > 0

x L6

N(z,y) = NV(z,y) + NW (z,y) + O <‘I’(:v, y)3>

avec
1/(qQ) 9
NV(z,y) =Y w(q)/ Vi(z,y;4,m)V(z,y;q9, —n)dn
e

/(4Q)
NW () = 3 viayela) |

b ~1/(4Q)

On considére 'intégrant de NW (z,y). On applique les estimations (2.33) et (2.37) (avec R
dans le r6le du parametre @ de ces estimations), en remarquant que (14 |nz)2~*# = O(1)
et ¢!~ = O(1). On obtient pour deux réels d,cs > 0 (cg ne dépendant pas de c2),

2@ (log )5/ W (x, )
p(q)(1 + |nlz)
2200 /g (z, y) { 1
v(q) (1 + Inla)x' =P H (u)
En intégrant par rapport a n € [—-1/(¢Q),1/(gQ)], on a

(2V (@ ys @MW (2,50, + V (@, 5.0, =)W (53 0,m)%) .

Vi(z,y;q,m) <

W (@, y3.0,1m) < 5+ (1L+ nfz) L= .

1/(4Q) 8<(@) (log )/ (z, y)* 1 T \?
. . 214 q1 ) o —2c6 |
/mq@|V(x7y,q,n)W(SC,y,q, n)*|dn < o(q)? - {mg,mH(u)%Jﬁ(qQ) L }

En sommant sur les entiers ¢ multiples de ¢p, puis en utilisant z/Q < £, ainsi que le fait
que H(u)® > (logz)®/?, on obtient finalement pour un certain c; > 0

8‘”(‘11)\Il(ac,y)3< 1 N 1 ) U(z,y)logu
QT H(u)®x2-28 Lo zlogy

On fixe un réel € > 0 tel que 1/)s. < (logu)/logy. Grace a la majoration (2.33), on
obtient

(5.1) NW(z,y) <

Y-/ (qz) )
NV(z,y)= > SO(Q)/ )V(xyy;q,n) V(x,y;q,—n)dn

= Ve/lqz

89 (log )2 ¥(z,y)* /199 (log(2 + nlx))*dn
+O<q>zye ot L+ nla)? )

+0<Z LU )y RN T 3dn>.
=1 ¢(9)? Veltaw)  (1+][nlz)?

Les termes d’erreur sont < W(x,y)?/(x)s:). La Proposition 2.4 fournit alors, pour ¢ < V-
et |z < Y:/(qx),

8D (z, y)?
0(@)3(1+ |n|x)?Vee )’

V(z,y;4,0)°V(z, g0, —n) = V(z,y:4,1)V (2,959, 1) + O (
on obtient donc

Ve/lqz) ~ U(zx, 3
NV(z,y)=> QO(Q)/ V(z,y;4,m)°V (2,y; ¢, —n)dn + O (( ) )
4<Y- ~Yz/(q2)

On fait maintenant appel aux estimations suivantes, qui sont respectivement la for-
mule (4.22) et le lemme 5.1 de [dIBG12].
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Lemme 5.1. — Soit € > 0. Lorsque (x,y) € (H:), on a

2(l_a)u(log u)2“(Q)\IJ(x, Y)

5.2 V(z,y5q,m) < = q<Yen#0),
52 (0.1 BRI ( )
n 1/(2k) ,

> (ky) / e((n' = n)n)dny

e —1/(2k)

A(n' [k, y) / ky/(logy) /

= ———1 N, k<
k L) () + Oe (min{]a: —n|+1,|n — k| + 1,7”/}) (e N,k < %),

Démonstration. — D’apres les calculs de la Proposition 2.4 et en particulier 'estima-

tion (2.36), on a pour tout diviseur k de ¢,

T

E(t,t; kn) X (t,y)dt + O (‘IJ(ZE, y))

> clnkn)An,y) = Bla/ka/k koAe/ky) — [ i

n<z/k @/ (kYe)
Y2 ulogu¥(z,y)

<
kln|x

En reportant cette majoration dans (1.14), on obtient 'estimation (5.2).

En ce qui concerne I'estimation (5.3), on peut suivre la méme preuve que celle de [dIBG12,
lemme 5.1], en remarquant que les seules estimations utilisées sont A(t,y) < 1 (t,y > 2)
ainsi que (2.35), toutes deux valables sous nos hypothéses. O

L’estimation (5.2) fournit
1/(2ks) _

NV(z,y)= ) sO(q)/ V(z,y:q,m)*V (z,y; 9, —n)dn
g<Y. —1/(2ks)

w(9) g2 ¢ 3y 3
+O (y;l—ﬁa(ulogu)?) Z 8 q (CU,Z/) + (1',2/) ) ]

P I

Sous nos hypotheéses sur x et y, on a u = yg’(l) et « =1+ o(1) lorsque x et y tendent vers
I'infini, le terme d’erreur est donc O(¥(z,y)3/(xYs:)). En développant le terme V (z,y; ¢, —n),
on écrit

(5-4) NV(z,y) = > wv(z,y;q) + R(z,y) + O <W>
a<Ve ARS

ou l'on a posé, de méme que dans [dIBG12],

e = 5w (GonGo)e () siae , 2, (o) 2 (o) (79)

k1,k2,ks€N ni,n2€N
kilq ni+nz<z
kiln;

et la majoration (5.3) fournit

; 1 2<q> 2<q> Z(q) ;
R(z,y) < E — — — | k1kok
( Y) w et 2 ke v s 1K2K3

2
logy q<Y: (a) k1,k2,k3lq

S () B e e )
/ﬁ’y kQ,y |t —ny —ng|+1  |ni+ng—ks|+1 npg+nof’

ni SLI?
na<x
kiln;
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En majorant trivialement A(n;/k;,y) par O(1), puis la somme sur (n;,n2) par O(xlog ), on
obtient

(5.5) R(z,y) < :cyuyg < M
TV2e

Lorsque qy < n < z, on a A(n/k,y) < (kz/n)'=*p(u). Par ailleurs,

_ 1 L _

E (nlnz(nl + ng))a 1 < %/0 /0 (tth(tl + tg))a 1dt2dt1 <
<n;<

qyk_z-Tni @

x3a71

kiks

En utilisant gyz < U(z,y)?/z, on obtient nv(z,y;q) < 8“@DF1-NW(x, y)3/(p(q)*x). La
série de terme général nv(z,y;q) est donc convergente et on a

NV (z,y) = Z nv(z,y;q) + O <W> )

>1 TVoe
En utilisant la notation de [dIBG12, lemme 5.5], on écrit
(5.6) oav(zyiq) = >, glki ko, ks)S(ky, ko, ks)
q>1 (kl,kz,k3)€N3
ou 'on a posé
n n ny+n
(5.7) S(ki ko ks) = > /\<1,y>)\(2,y))\( ! 2,y>
k1 ko k3
(n1,n2)EN?
kilng
ni+na <z

et ou g(ki, ko, k3) vérifie

g(kla k27 k3) o
Z k1 ko =1, Z

(k1,/€2,k3)6N3 (k‘l,kg,k‘3)€N3

(K1, ko, k3)| (k1kaks)'/4

1.
koo <

D’aprés ce qui précede, on a S(ki, k2, ks) < (kikaks)! =W (z,y)3/(k1kez). 11 en découle
que dans la somme du membre de droite de (5.6), la contribution des triplets (ki, k2, k3)
avec kikoks > (logy)® est O(¥(z,y)%/(zlogy)). Etant donné un triplet (ki,ko, k3) véri-
fiant k1k2ks < (logy)®, dans le membre de droite de (5.7) :
— la contribution des (ny,ng) vérifiant ny < k1y ou ng < kay est O((logy)®yz), ce qui est
largement O(¥(z,y)3/(zlogy)),
— la contribution des (n1,ns2) vérifiant koy < ng < kox/(logy)® et ny > k1y est

(kikoks)!~*W(z,y)?

< & > (min2(ny +no))* !
kiy<ni<z
kay<na<ksz/(logy)®
Eiln;
(kykoks) ¥ (z,y)? U(z,y)?
k1kox(logy)2e k1koxlogy

puisque o = 1 + o(1) lorsque z et y tendent vers I'infini,

— la contribution des (n1,n9) vérifiant k1y < ny < k1z/(logy)® et ny > koy se majore de
fagon identique,

— lorsque n/k > x/(logy)%, on a

V(i) = (g ) {0 ()} o fre o (B2}

La contribution des (ny,ng) vérifiant n;/k; > x/(logy)® vaut donc

‘I’(Zy)?’ {1 L0 ((log u) ﬁi(yklkzks))}
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ou l'on a utilisé la majoration >, /(1og4)6<m<a/k 108(z/m) < z(log k) /k.

En regroupant les résultats, on obtient

> nv(z,y;q) = W{1+0 <logu>}

>1 logy

et 'estimation (1.17) en découle en reportant cela avec (5.5) dans (5.4).
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